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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS. 



Note relatwe à deux théorèmes de Lagrange sur le centre 
de granité; par M. G. Darboux. 

(Séance du 3i juillet 1878.) 

L'intéressante Communication de M. Laisant [voir le volume 
précédent, p. ipS) a trait à deux remarquables théorèmes qui, 
depuis Lagrange, ont été étudiés par différents géomètres. Poinsot 
les a donnés dans sa Statique, et Jacobi, après les avoir établis 
dans sa Mécanique analytique (p. 22), en fait un usage impor- 
tant dans les considérations qu'il développe sur la stabilité du 
système du monde. 

J'indiquerai ici comment je démontre, dans mon enseignement, 
les propositions ou plutôt la proposition de Lagrange (car le pre- 
mier théorème de Lagrange n'est qu'un cas particulier du second). 
En développant une remarque de Leibnitz, on est conduit, en 
même temps qu'au théorème de Lagrange, à un nouveau mode 
d'exposition de la théorie du centre des forces parallèles. 

On sait que, étant données trois forces concourantes qui se font 
équilibre, leur point commun d'application est le centre de gra- 
vité du triangle formé par leurs extrémités. Leibnitz a remarqué 
plus généralement que, si n forces concourantes se font équilibre, 
leur point commun d'application est le centre de gravité de n points 
de masses égales placés à leurs extrémités. C'est cette remarque, 
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un peu généralisée, qui nous servira de point de départ. Nous 
allons d'abord indiquer quelques définitions qui serviront à abré- 
ger les raisonnements. 

Étant donnée une force, nous la désignerons toujours en com- 
mençant par son point d'application. Ainsi, la force OA aura son 
point d'application en O et son extrémité en A. Comme nous 
n'examinerons que des forces concourantes, il n'y a aucun incon- 
vénient à dire qu'une force OA est la résultante de deux forces PB, 
QC. Cela signifiera que, si les trois forces étaient déplacées paral- 
lèlement à elles-mêmes et ramenées à avoir le même point d'ap- 
plication, la première deviendrait la résultante des deux autres. 
Ainsi, en tenant compte des deux conventions précédentes, nous 
pourrons dire, étant donné un triangle ABC, que AB est la résul- 
tante de AC et de CB. 

Étant donnée une force OA, nous dirons que nous la multi- 
plions par un nombre positif ou négatif m, quand nous lui substi- 
tuerons une force OB de même direction et de même point d'ap- 
plication, égale à la première multipliée par la valeur absolue 
de m, de même sens si m est positif, de sens contraire si m est 
négatif. Il est clair que la force (miH- W2)0A est la résultante 
de niK OA et de m^ OA, et, d'autre part, que, si une force F est la 
résultante de deux autres F', F'', mF sera de même la résultante 
de mF', m¥". 

Ces définitions étant admises, nous pouvons énoncer le théo- 
rème suivant : 

Théorème I. — Considérons p points A|, A2, . , .y Kp affectés 
de coefficients positifs ou négatifs m^ , m^, . . . , nip dont la somme 
nest pas nulle; O désignant un point quelconque de V espace, la 
résultante des forces m^ OA|, m^ OA2, . . ., nip OAp ira passer 
par un point fixe C et era égale à M. OC, M désignant la somme 
mt-^ m2-f-. . .-f-mp. 

Dans le cas exceptionnel oîi la somme M est nulle, la résul- 
tante conservera une grandeur et une direction invariables quand 
le point O se déplacera; en particulier, si elle est nulle pour 
une position du point O, elle sera nulle pour toutes les autres. 

Soit, en effet, OR la résultante des forces w/OA/. Cherchons 
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la résultante O'S quand le point O est remplacé par le point O' 
et les forces mi OA/ par m/ O'A/. La force O'A/ peut être regardée 
comme la résultante de O'O et de OA/. De même, m/O'A/ peut 

être regardée comme la résultante de /w/O'O et de m/OA,-. On 
obtiendra donc la résultante O'S : i^ en composant toutes les 
forces 7W/0A/, ce qui donnera OR; 2° en composant toutes les 
forces m/O'O, ce qui donnera M. O'O; 3° en composant les deux 
résultantes partielles 

(i) OR et M.Ô^. 

Supposons d'abord que M ne soit pas nul, et déterminons sur OR 
un point G par la condition 

OR = M. OC. 

Alors O'S, étant la résultante de M. OC et de M.O'O, sera évi- 



demment égale à M. O'C. Elle passera donc toujours par le 
point G, et sera égale à M.O'G, ce qui démontre la première 
partie du théorème, relative au cas où M n'est pas nul. 

Supposons maintenant que M soit nul. Alors les deux résul- 
tantes partielles (i) se réduiront à une seule. O'S sera égale et 
parallèle à OR, ce qui achève de démontrer la proposition. 

Il est évident que le point G, par lequel va passer la résultante 
quand M n'est pas nul, ne dépend que des rapports mutuels des 
coefficients m/. En mettant à profit cette remarque, considérons 

les forces rrix —r-y m^ —7- ? • • • ? nip — ~; elles auront pour résul- 

tante — OG. 

A 

Prenons A= 0A|, et supposons que le point O s'éloigne indé- 
finiment. Alors -~y • • •? —7^ auront pour limite l'unité. Les dif- 

n n 

férentes forces —^ — ^j que Ton peut supposer transportées parai- 

lèlement à elles-mêmes de manière que leurs points d'application 
coïncident avec les points A/, finiront par devenir parallèles et 
auront pour grandeurs les valeurs absolues de mi, in^j ..., nip, 
deux forces correspondantes à des coefficients de signes contraires 
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ayant des sens opposés. Quant à la résultante qui passe par C et 

a pour valeur % on peut transporter son point d'application 

en C, et elle aura pour valeur limite M. Ainsi la résultante des 
forces parallèles passera par un point fixe et sera égale à leur 
somme algébrique. On reconnaît la proposition fondamentale de 
la théorie des forces parallèles; le point C est le centre des forces 
parallèles considérées, ou, si l'on veut, le centre de gravité des 
masses m/ appliquées aux points A/, et Ton voit que la notion et 
les propriétés de ce centre se déduisent comme cas particuliers 
du théorème I. 

Ces remarques préliminaires étant faites, nous obtiendrons sans 
peine le théorème de Lagrange et une proposition nouvelle. Nous 
avons appelé OR la résultante des forces m/OA/. En employant 
la formule connue qui donne la résultante en fonction des compo- 
santes, nous aurons 

( 2 ) OR =z 2 /w * OA/ — 22 m, m^ OA/ OA^ ces A, OA^t- 

Or, dans le triangle A/ OA^^» ^^ ^ 



2 A, OA;t cosA/ OA;t = OA, -+- OA;t — A/ A^t • 

En se servant de cette relation pour éliminer les cosinus, la for- 
mule (2) deviendra 



(3) OR = M2/n^ OA,- — 22/w,. m^ A,- k^ . 

Si Ton remplace OR par M. OC, on aura précisément la propo- 
sition de Lagrange. Sans insister sur ce cas bien connu, je vais 
examiner spécialement le cas où Ton a M = o. Alors nous savons 
que la résultante OR est constante en grandeur et en direction, 
et, en effet, la formule (3) nous donne pour celte résultante la 
valeur 



(4) OK=z^llniimkkikk. 

indépendante de la position du point O. 

Supposons maintenant que, considérant un certain nombre des 
points A|, on les supprime et on les remplace par un seul point. 
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leur centre de gravité, aQecté d'une masse égale à la somme de 
leurs masses, je dis que la résultante ne sera pas changée. En 
effet, cela revient à supprimer, par exemple, deux forces m^ 0A|, 
m2 OA2, et à ajouter la force (m< -h m^) OA' dirigée vers le centre 
de gravité A' des points A^, A2. Or, d'après le théorème I, cette 
dernière force est la résultante des deux premières. L'opération 
indiquée a donc pour effet de substituer à deux ou à plusieurs 
composantes leur résultante partielle, ce qui ne changera pas évi- 
demment la résultante totale. 

Donc, dans l'équation (4), le second membre conservera sa 
valeur quand on substituera aux points A,- les nouveaux points, en 
nombre moindre, que l'on aura déduits des premiers par des com- 
positions partielles. Nous sommes ainsi conduits à la proposition 
suivante : 

Théorème II. — Considérons un système de points dont la masse 
totale est nulle. Remplaçons un ou plusieurs groupes de ces points 
par leurs centres de gravité, en affectant à ces centres la masse 
totale des points qu'ils remplacent. Pour un quelconque des 
systèmes de points ainsi obtenus, la somme 



22 /W/ m/g A/ Kk 

conservera une valeur constante, négative ou nulle. 

Il serait facile de prouver que ce théorème peut donner celui de 
Lagrange; je me contenterai de faire remarquer que l'on peut 
toujours réduire à deux le nombre total des points du système, 
par exemple, en prenant le centre de gravité de tous les points à 
masse positive d'une part, et, d'autre part, celui des points à 
masse négative. Soient B, B' les deux points ainsi obtenus de 
masses /ut, — fx. La somme précédente sera réduite à un seul terme 

ce qui permettra de la construire géométriquement. Du reste, les 
points B, B' donnent aussi la direction de la résultante OR ; car, 
si le point O vient en B', cette résultante se réduit à la seule com- 
posante fxB'B, et, comme elle est constante en grandeur et en di- 
rection, elle sera toujours parallèle- à BB'et égale à u.B'B. 
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Le théorème II peut conduire à de nombreuses propositions 
de polygonométrie. J'en indiquerai une seule application. 

Soit ABGD un quadrilatère, et soient placées les masses i, — i, 
I, — I aux sommets A, B, G, D. Si nous appelons I, K les milieux 
des diagonales BD, AG, on aura 

bdV âc'— âb*— bc'— cd'— DÂ*i= — 4ÏK*. 



' z'^e ' dz; par M. Laguerre. 



(Séance du 22 novembre 1878.) 

1. Je suppose, dans tout ce qui suit, que n soit un nombre 
entier positif. On a évidemment 

J/tz z* z* ^z -e' 

' z^e * dz=-e « 0,^-4-U„/ e « dz^Y^, 
*^ 

&n désignant un polynôme entier en x et en z, U„ et V« deux po- 
lynômes entiers en x. Si, pour mettre les variables en évidence, 
on écrit pour un instant 0/i(z, x) au lieu de 0;i, on a d'ailleurs 

V„=:=0«(O, .r). 

En dérivant Téquation précédente, on a 

et de cette relation, pour w = o, w = i et « = 2, on déduit facile- 
ment les systèmes de valeurs suivants : 

Uo = I , ©0 = 0; Ui = J7, ®i =£ I ; Ug = X* -f- 1 , 0j =:z z -4- X. 
En général, de l'identité 

on déduit 

(2) U„H.l = xU«-f-«U;»-.l 
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et 

(3) &n-^^ — Z^-t- ^e„+ /Z0«_,. 

2. La relation (2), jointe aux valeurs données de U© et de U^ 
montre immédiatement que les polynômes U^ sont précisément 
ceux qui ont été considérés par M. Hermite, au sujet du dévelop- 

pement de e * * en série (* ), dans le cas particulier où Ton 

a a = — I et A = — z. 

Ces polynômes peuvent donc être définis par Téquation 

(4) ^^"^'^Uo-hUiZ-f- -5!-z2-4-...H ?-^ z«4-.... 

^^' i ,1 I .a. 3. . ./2 

3. De r égalité 

on déduit, en égalant les dérivées des deux membres par rapport 

à Xy 

— -t-ZJr 

— tf • 







'^ " (Le 1 









=z — ze 



d'où les relations suivantes : 

(4) ®»+i = 2»»+-;^-4-U„ 

(5) u„^.=^U,+ ^, 



(*) 5wr w« nouveau développement en série des fonctions (^Comptes rendus de VAca" 
demie des Sciences, 8 février i864f t. LVIII). 
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4. On en déduit facilement ces équations 

Cl 

qui ont été données par M. Hermite. 
Posons, pour abréger, 

X* 

on aura les relations suivantes : 



et 



^H» — — +J5X 

H„+,=:xH„+— -=4-U„C ' : 



d'où 
et 



.H._.=.^+r'^"^'(u„-z«) 



Il est remarquable que, le polynôme U^ étant une solution de 
Téqualion linéaire du second ordre 

y" + .r y' — ny z= o, 

la fonction 
satisfasse à Téquation 

qui ne diffère de la précédente que par la présence du second 
membre. 

5. Les fonctions peuvent s'exprimer facilement au moyen des 
fonctions U. 
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On a, en effet, 

(9) e„+,=2A,„,„U,„, (m = o,i, 2, ...,/i), 

où, en posant, pour abréger, n — m== fi, 

m-f-i, . _ (/w-+-i)(m-f-2), , , 

Am.n= ^^-^ —^ (/- - l)z^-»+ ^ 1]- ^ (f* - 2) (^ ~ 3)^»^- ^ 

(//? -f- i)(w -f-'i)(w -4- 3) , -., ... ^, 

'^ ,.:,.3 ^(u~3)(fx-4)(p~5)z.*-«.... 

Le terme constant de cette expression est nul si fx est impair, et, 
si [JL est pair, égal à 



(m + i) {m-\-i). . Jm-\- ^J 



1.2.3...^ 



Par suite, en faisant, dans la relation (9), 

z mr o, 
il vient 

(10) V„^t =r U„+ (n - i)U«^,-4- (n - 2) (« ~ 3)U«_4 4- . . . 
6. En faisant 2 = 00 dans l'équation (i), il vient 

ou encore 

Posons z — X'= ty il viendra 

(11) / [or-^tYe *dtz=Vn e *^-V«^ *, 



formule où figure dans le premier membre l'intégrale multiple 
d'ordre n de la fonction e * . 
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Ces intégrales multiples donnent donc naissance aux mêmes 
polynômes U,i qui, dans la théorie développée par M. Hermite, 

proviennent des dérivées successives de la fonction e * . 



Sur la résolution de trois équations du second degré en Xyj, z; 
par M, Lemonwier. 

(Séance du 33 novembre 1878.) 

Étant données les trois équations du second degré 

-hlCx -h 2C> -f-2C''2H-D rzzo, 
Al .r^ -h A'j j2 -h A*jZ*-h '2B1XZ -h iB\zj: -^ 1I^^a:J 

-t- 2C1 j: -+- 2C', jr H- 2C12 4-Di=r:0, 
Aj^'-f- Aj j^H- AjZ*^- 2Bjjr2-h 2B'^zx-^ 2B2J7- 

-4- 262^ -h 2Cjjr-h2C2«-f-Dj = o, 



(I) 



elles peuvent ou non se résoudre par rapport aux carrés de deux 
variables et de leur produit, suivant que l'un au moins des trois 
déterminants 



A' A" B 
A'i A\ Bi 

a; a; b. 



A" A B' 
A\ Aj B\ 

K A, b; 



A A' B" 
Al A'i B*; 
Ai A2 B\ 



est différent de zéro, ou qu'ils sont nuls à la fois. 



I. 



Supposons qu'on ait 



(') 



S — 



A' 


A" 


B 


A'. 


A' 


B, 


a; 


a; 


B, 



^o. 



En résolvant les trois équations (i) par rapport à j^*, z^j jz. 
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on les mettra sous la forme 

Ijr* = ax -\- à z -{- c, 
3» =ay-hb'z-hc', 
jrzz=px -^qz -{-r, 

a^by a,b\p^ q désignant des fonctions entières de x du premier 
degré, c, c\ c'^ des fonctions du second degré. 

Déduisons de là deux expressions du produit j^^^ =j^z, en 
les ramenant à être du premier degré en^ et z. On a 

j*z = {ay -^ b z -\- c) z ^=: ayz H- h^-^cz 

= a[px -h ^2 -i- r) 4- b{ay -h b'z ^c*) -hcz 
= [ap -h ba' )x -+- [aq -h 6^' -h c)z -h ar 4- bc* 
et 

yyz =x(px -h qz-hr] =/?/*-h qyz + rjr 

=P [^y '^bz-\-c)-^q (px -i- qz -h r) -h rjr 
= [ap -{-pq -H r)x -h [bp 4- q*)z -\- pc + qn 
Il s'ensuit 

[pq +r — ba')x'^{q^'\-bp — aq — bb' — c)z-h pc-h qr — ar — bd^=io* 

On trouve d'une façon semblable 

z^y = [a'x -h b'z -f- c') j = ay* 4- b'zy 4- <r 

= a'{ax 4- ôz 4- c) 4- b'{px 4- yz 4- r) 4- c'y 
= [aa' 4- b'p 4- c') j 4- (^a' 4- <7*')3 -h «'c 4- ^V, 

3ZJ = z[py 4- <72 4- r) = pyz 4- yz' 4- rz 

=.q[a!y 4- ô'z 4- c') -hp{py -^ (/z H- r) 4- r« 

= (/'*+(7«')j+ [P^ ■+- b'q -hrjz-hqc'-hpr^ 
d'où 

(/?' 4- qa' — è'/? — aa' — c')y 4- (;?^ 4- r -— ^flt') z 

-{- pr-h qc' — b'r — ca' = o ; 
puis 

y^ «* = [py ^qz-h r)* = p*y* 4- q^z* 4- ^pqyz 4- 2/?rj^ 4- 2yr2 4- r* 
= /?* [ay 4- ^z 4- c) 4- ^* («'7 4- ^'2 4- c') 

4- 2/>^ (/?J 4- <73 4- /•) 4- 2/?rj 4- 2<7rz 4- /* 
= (a/?* 4- a'<7* 4- 2/?'^ 4- 2pr)y 

4- (è/>* 4- è'^' 4- 2/?<7« 4- 2<7r) z 4- p*c 4- ^' c' 4- 2/?<7r 4- r* 
VII. 2 
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et 

^«z« = [ax -^ bz-^c) (a'jr -^ l'z •+- c") 

= Wj> -4- bb'z^ 4- {ab'-\- ba')yz + [ac'-\- ca')y 4- [bd -^ cV) z-hcr' 
z=aa'(aj-h bz -hc) -{- bb"\a!y -\- ^'z-f-c') 

-+- (a6'-h ba!) {px-\-qz-^ r) -h [ac' -h ca') j -\- (bc' -i- cb*) z -^ Cé/ 
= [fl« a' + ba'b' 4- (a6' -4- W ) /> 4- (ac^' + ca')]x 
-h [aba' -h bb'^ 4- (a^' 4- W ) </ 4- ^c' -h c^'] z 
4- <2«'c 4- bb'c' 4- (a^' 4- *«' ) r 4- cc\ 
d'où 

[ajD* 4- a'<7* 4- 2/?' <7 4- 2/>r — («' 4- bb' ) al — («^' 4- ba!)p — (ac' 4- ca' ) ] j 
[A/J* 4- ^V 4- 2/?^» 4- iqr^ (/»'>4- «a' )^ — (û^ 4- ba!]q-- [bc' -f- c6')]3 

4- cp* 4- c'^* 4- 2pqr 4- r* — (aô' 4- ba' ) r — «a'c — bb'c' — c</ =: o. 

Nous avons ainsi trois équations du premier degré en j^ et z, 
( Lx +M2 4- W =o. 



(4) 



Li7 4-Mi3 4-Ntrr=0, 

( L,j 



, j 4- M, z 4- N, = o, 
qui donnent, à l'égard de Xy Téquation 

L M N 

(5) Am Li Ml Ni 

L, Ms Ns 

C'est, en général, l'équation résultante en Xf du huitième degré. 
Les éléments ont pour valeurs 

I L =pq-\-r — ba'y 

M '=z q^ -\- bp — aq — bb' — c.^ 

N -z^cp -{- qr — ar — bc\ 

Lt =/?' -\-a'q — b'p — aa' — c', 

Mi=zpq 4- r — W , 

(6) { Nj i=/7r 4-c'<7 — 6'r— c«', 

Lj = rtJ/?*4- «'^*4- ip^q'\- 7.pr 

— (a« 4- ^'^^ )«'- («^'4- W )/? - (rtc' 4- c«' ), 
Mj = ^/?*4- tV4- 2/77* 4- 2<7r 

— (^.'«4- aa']b- [ah' -h ba')q ~ (^c'4-cA'), 
'\ Nj = ^/?* 4- c'q^ 4- 2/;(7r 4- r^— [ab'-h ba']r— aa c — bb'c— ce' . 
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On voit que l'on a M, = L, et il est aisé de reconnaître que : 



(7) . 
et 

Nj=:cLi-hc'M4-rL-t-/?(c^'— ôc') -\- q[ac —ca!) -\- r(pq — ab')-hcc\ 
Comme exemple, soit 

jr^ = bz -^-c, z^ := b'z-^c^ jz^zqz -h r* 
L'équation (5) donne là 

[r« 4- c\q^ _ 6^' -. c )] — {b'q^ 4- 2 7r — bb''' ~ bc' - cZ^' ] 

X \r[qc' — 6V) 4- c'[(ir ^ be' ]] = o, 

résultat qui s'obtient aisément d'autre façon. 
Par l'élimination de jy on obtient 

par suite, 

[bz-^c)[b'z-^c') = [qz^rY', 
de sorte que 

avec 
d'où 



— c'[iqr— bc^— cb') H- b'{?^— ce') ~ r*— ce' -4- c'[q*— bb' ) 

I 

— _- b'[q^— bb'] — 7.qr -h bc'^ cb'* 

et, par conséquent, 

[r ^ c'(q^— bb' — c)y—[b'[q^ — bb'] -h ^qr -^ bc' — cb'] 

X[c'(2^r— èc'-c^') — ^'(r« — c(7')]z=o, 
comme plus haut. 

Les équations ainsi obtenues se prêtent à une discussion qui 
n'est pas sans intérêt. 

Deux circonstances principales sont à examiner : celle où le 
déterminant A n'est pas nul identiquement, et celle où il se trouve 
nul pour toute valeur de x. 

Soit A une fonction de x ou une constante autre que zéro. 

2. 
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Si A ne dépend pas de x sans être nul, les équations (4) sont 
incompatibles pour toute valeur finie de x. Les équations (i) n'ont 
pas de solution finie. 

Si A dépend de x, Téquation (5), du huitième degré au plus, 
aura des racines. Attribuons à x une valeur qui annule A. Pour 
cette valeur, les équations (4) se réduiront à deux, ou se trouve- 
ront incompatibles, ou se réduiront à une seule, ou encore se 
trouveront identiquement vérifiées, en ce que la valeur de x annu- 
lera à la fois les coefficients dej^, de z, et les termes indépendants 
de y et de z. 

Dans le premier de ces cas, deux équations étant distinctes, les 
coefficients de y et de z ne donneront pas un déterminant nul ; on 
en pourra déduire des valeurs dej>^ et de ^. De là une solution des 
équations (i) : c'est le cas général. 

Si, dans les trois équations (4), les coefficients de y et de z se 
trouvent proportionnels sans que les autres termes soient dans les 
mêmes rapports, le système de ces équations n'aura pas de solu- 
tion; il en sera de même des équations (i). 

Si les équations se réduisent à une seule parla proportionnalité 
des coefficients et des termes connus, il y aura lieu d'y joindre 
l'une des équations (3). Comme il ne peut en être autrement 
lorsque les équations (i) présentent deux solutions composées 
d'une même valeur de x avec des valeurs dej^ et de z qui ne 
sont pas les mêmes, l'équation résultante ( 5 ) doit alors présenter, 
comme racine double, au moins la valeur de x dont il s'agit. 

Nous allons reconnaître par une analyse directe que cela a bien 
lieu. 

Dans les conditions dont il s'agit, on a, pour la valeur de x 
considérée. 



L, _ M, _ Ni 


Lî _ M, _ Ns 


L^ __ Mj __ N, 


L "~ M "" N ' 


L ~~ M "" N ' 


Lj "" Ml "■ N, 



Eu égard aux relations (7), on a 

-H N[-- ipL^-h bL] -i- {iq — «)LLi — a'LM -f- ^'ML,]. 

Cherchons ce que devient la dérivée de A par rapport à x pour 
la racine dont il s'agit. 
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Il est à observer que, cette racine annulant les coeHicients de 
N, Ni, N2 dans ù, nous pouvons omettre les dérivées de ces élé- 
ments. Nous aurons donc, en faisant Tomission, et tenant compte 
des valeurs de N2 et de N< , 

ND.A = îI -. + ^;W + .;>L (L,_ ML.)' 

-4- (~ 2/7 L« 4- 6 LJ -4- (27 — fl) LL, — a'LM + ^' ML» )' 
= iL'{al,i-ha'M -4- 2/?L) — L'^ -- («L, -f-a'M -h 2/?L) 

— M' ^ («Lj -h a'M 4- 2/?L) 

-f- ~ j - 4^LL'- 2L«9'-+- 2û'MlVr 

-4-M*(«')'-f-L'M(2/? — A') -hLM'(2/> — ^') 

-f-LiM'«-hLiM(rt)'j 

— 4LL> ~ 2LV - 2^Li L'i -f- LJ (6)' 

-f-L'Lt(27 — «) -hLL'j(2y — a) 

-f- LL, [1 q' — [a]' ] — y M^ï' — \M!a' - LM («' )' 

-f- L;M ^' -+- Lj M'^»' -f- Li M (6' )' 

— 2/7 ml; — î ^L, L' -4- (2/7 — ^»' ) LL' 

— ^ Ll L' + «LL; -4- ^^LiL'i -f- (2^ — a) LL'i 4- ^'ML'j. 

Mais la relation 

aLj-f- rt'M -h 2/>L ^L, -4- //M -*- 2^L 

L "" M ' 

à cause de — = ~> donne 
L|^ L 

— — ^ =:= — -^ =:r/Li-f- «'M -+--2/>L -^L— 2</Lj, 
Al JL 
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et la relation 

Ei ~" L 

donne de même 

LâM 

En substituant ces valeurs , on trouve 

ND^A = o; 

la racine considérée est donc racine double au moins. 

Lorsqu'une racine de A= o annule à la fois L, M, L<, N, N<, 
N2, les équations (4) disparaissent. C'est alors une racine triple 
de A, car elle annule les deux premières dérivées de A, puisque 
les termes de ce déterminant sont du troisième degré à l'égard de 
ces éléments. 

Gomme on a, pour lors, 

c = ^' -+- ^/? — aq — bb\ 
c' zr=.p^-^ a'q — aa — ///?, 
r =pq— ba\ 

les équations (3) deviennent 

y^ = ax -\- bz -\- q^ -h bp — aq — bb\ 
z' =1 a! y -h V z -4- jo* — a^q — aa' — h' p^ 
jrz=px -\-qz -h ba' -^pq^ 

cest-à-dire 

[z -p][z -^p)=2b'{z ^p)^a'{jr^q-a), 
(2 -P)(7 — ^)==^«' 



ou 



De là 



(r-7)(jr + î-û) z=b{z ^p-b']. 



ba' 
z — p = » 

y — 'j 



. ba' ,^ (Y — q)lip—b')-hba' 
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puis 



(r - 9^)* (r -»- 7 - «) = * (r - î) {^/^ - ^' ) -^ ^'û'. 



Ainsi, y est donné par une équation du troisième degré; trois 
couples des valeurs de j^ et de -z correspondent à la valeur de x. 
Là, si h devient nul, on a 

(j — <7)*=:o ou j -h <7 — a = o. 

Pour (j — cJY = o, on a 

[z — /?) [z -f-/7 — ^') = a\iq — a]y 

et, pour j -h q — a = o, on a 

z — j» = o. 

Les équations (3) ne comportent pas qu'il y ait pour une valeur 
àe x = X{ quatre couples de valeurs correspondantes dej^ et de z, 
que par suite Téquation résultante ait une racine quadruple. 

Car, si les équations (i) 

P —A^* H-. . .-f-D =o, 
Q = A, j:* + . . . -h Di = o, 
RrrrAjJ;* -h. . .-hD2=o 

présentaient quatre solutions pour x^=Xs^ on aurait, pour cette 
valeur de x, 

par suite, 



A',: 


= \Â.' 


+ M'.. 


a;: 


= XA" 


+ pA", 


Bj: 


=:iB 


-t-;*B„ 



et, en conséquence. 



B = 



M A" B 
A'^ A'; B, 

a; a; B^ 



o. 



ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Nous avons à voir, en second lieu, ce qui concerne les équa- 
tions (3) et (4), quand le déterminant A est nul pour toute valeur 
de x\ 
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Si deux des équations (4) présentent alors pour ^ et z des coef- 
ficients qui ne soient pas proportionnels pour toute valeur de x, 
les équations (4)> oc restant arbitraire, reviennent à ces deux 
équations. Celles-ci détermineront alors j^ et z pour toute valeur 
attribuée à x arbitrairement. Il y aura une ligne commune sur les 
surfaces représentées par les équations (3), mais cette ligne ne 
présentera qu'un point, en général, dans un plan quelconque 
parallèle au plan yz. Comme, d'ailleurs, pour toute valeur de x 
d'un module fini, les équations (3) ne peuvent admettre que des 
valeurs finies de j^ et de z, la ligne sera une ligne droite. 

Cette droite pourra analytiquement se fixer par deux points 
particuliers. Mais les trois surfaces n'auront-elles pas d'autres 
points communs que ceux de la droite? Pour étudier la question, 
considérons le cas où l'axe des x est une droite commune. 

Les équations (3) sont alors 

jr'^=ax-Jfbz, z^=ay -^-b'z, jrzz= pjr -]r qz, 

et les équations (4) deviennent 

[pq — ba' )x -h [q^ -h bp — aq -^ bb') z = o, 
(/?' -h a'q — b'p — aa' )jr 4- [pq — ba')zz=zo, 
[ap^ -h «'</* H- 2/>* q— (a*-\- bb' ) a' — [ab' + ba' ) /?] jr 
-h [V 4- b'q^ H- :Lpq^ —[b'^ -H aa') b — [ab' -^ ba')q]z=z o. 

Les deux premières de ces dernières équations se réduisent à 
une seule pour toute valeur de x satisfaisant à la condition 

[pq — ba' )*—(/?'-+■ a'q — b'p — aa') [q^ -h bp -^ aq — bb') = o. 

C'est, en général, une équation du quatrième degré qui donnera 
quatre valeurs de x. Pour avoir les valeurs de j^ et de z corres- 
pondantes à une racine, on prendra 

[pq — ba')x -f- {q^-h bp — aq — bb')zz=z o, 
jrz=py-hqz. 

Delà 

X . _ ^ 

q^ -{- bp — aq — bb' ba' — pq 

jr[ba' --pq) =p{q*-h bp -^ aq — bb' ) -h q{ba' —pq)^ 

z[q^-\- bp— aq — bb') z=zp[q*-{- bp — aq — bb') -I- q[ba' — pq). 
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Pour que Téquationj^* = aj"-!- bz soit vérifiée par les valeurs 
dej^ et de z ainsi obtenues, il faut avoir 

j(^*-4- hp — aq— hb^)z=a[q^ -h bp -^ aq — bb'] ■^b[ba' —pq), 

puis 

q* -*•- bp — aq — bb' a[q^ -{- bp — aq — bb')-^ b [ba' — pq) 

ba' — pq P[<1^-^ ^P — ^î — bb')'^q [ba' — pq) 

b[bft' — pq] ba' — pq 

— abà -hOp* — Ob'p h- a'Oq /?*H- a'q — O'p — aa' 

ce qui est la relation supposée. 

L'équation z^ = al y -h V z est également vérifiée. 

Ainsi, outre la droite commune, il y a quatre points communs 
sur lesquels, bien entendu, il peut s'en trouver de coïncidents ou 
passant à l'infini. 

Observons toutefois que, si l'on avait pour toutes valeurs de x 

[pq — ba'Y— (p* -4- a'q — Vp — aa* ) [q^ -^ bp — aq ^ bb')=i o 

OU 

pq — ba' q^-h bp — aq — bb' 

/>* H- a'q — b'p — aa' pq — ba' 

on satisferait aux équations proposées, sans détermination de x, 
par des, valeurs dey et de z déduites de 

yz=zpjr-^qz et [qp — ba')x ~\- [q^-^ bp — aq — bb')z=:o. 

Ces valeurs, élant 

p («7* -}•• bp — aq — bb' ] 

y=q-^ ~^" j ^ , ^ ^ J 

' ba' — pq 

^ q^-^r bp — aq— bb' 

pq — ba' 



seraient du premier degré en x^ si le rapport -, ' __ /^ _ / 

était constant. Il y aurait donc alors une seconde droite commune. 
Mais on peut voir aisément que 



/ • I X* r • // /73 ; — \ b^ — iac-^-bsib^—^ac^ 

(ax*-f-^«r4-c)*=: ax^ -\-\b-{-^Jb^ — i^ac)x-\ — 

r ^ (i m 7 — \ b^—'^ac—bs/b^—^ac] 
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de sorte que 

€i.r* H- /^j* -h r 






ax^-¥-(b '-db^ — Lac).v-\ ^— 

. ^« 

ax^ -{- b X -\- c 
identité où les membres varient avec x. 

Si le rapport v^ : était donc dans ces conditions, 

^^ p"^ -H a'q — b'p — aa! ^ 

les expressions précédentes dej^et de z ne seraient plus du pre- 
mier degré en x. A.vec la droite ox commune, les trois surfaces 
auraient une ligne du troisième degré commune, une cubique com- 
mune, c'est-à-dire que l'intersection complète des deux premières 
appartiendrait à la troisième. Comme la forme des trois équations 
ne comporte pas ce fait, puisque la troisième ne saurait être une 
combinaison linéaire des autres, il y a lieu de conclure que pa- 
reille circonstance ne peut se présenter. 

D'après ce qui vient d'être vu, pour en revenir aux équa- 
tions (3), lorsque le déterminant A est nul identiquement et que 
celui des coeflScients de^ et de z dans deux des équations (4) "^^ 
Test pas, on trouvera la droite commune et les points qui sont en 
outre communs, en posant 

ou plutôt 

j' = aw H- p»' -4- yj: -h (î, 

substituant ces expressions dej^ et de z dans les deux équations (4) 
à considérer, puis égalant à zéro les coefficients des différentes 
puissances de x. Les constantes pourront se déterminer de façon 
que l'on ait ainsi deux équations homogènes en u et i^. La droite 
commune sera donnée par m = o, ^^ = o, par suite, y = yx 4- J, 
z = y'x -{- d'\ et l'équation relative aux valeurs particulières de x 
s'obtiendra en égalant à zéro le déterminant des coefficients de u 
et de i^dans les résultats de la substitution ou celui des coefficients 
de j et de z dans les premières équations. 



1^ 
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Prenons pour exemple les trois équations 

jrz z=z — ary — xz — x*. 

Les deux premières équations (4) sont alors 

(a' 4- /;' -4- 2 Jr) Jrr -4- (^' -h x)xz -4- a'j?' -4- J::' = o, 

2(a'-t- xjx^H- (a'-h ^'-4- 2x).r3-f- (â' — ^') jf* = o. 

Si Ton pose 

j =z au -+■ pv -h yx -{- ^, 

on devra avoir 

{a' -\- b' -h 2x)x{yx -h S) -h {b' -i- x)x [y'x -h â' ) -h a'x^ -{- x^ ~ o, 

2[a''hx)x{yX'^â) -h [a' -4- ^>' -h 2x]x[y'x -\- ^') -i- [a' -h b' ) X^ z::z: o, 

identiquement^ d'où 

27 +7' -4- 1 = O, 

fa' -4- ^' ) 7 + 2 ^ 4- b'Y ■+- (î' + «' =: G, 

(a'-^b')â-^b'â'=o, 

27 -h 27'=: o, 

2(y-4-2a'7 -4- [a' -+- b')y' -h 1^' -h a' — b' = o, 

^a'^-r-{a'-hb')r=o. 

Il s'ensuit, supposé a'^i', qu'on aura 

^ z= o, (^ = o, puis 7 = — 1 , 7' = I , 

et, d'autre part, 

(a' -h b' -h ^Jr).r [ecu -+- pp) -h (6' -4- x) .r [a^u H- (3V) =r o, 
1l(a' -\" x)x[(xu -+- |3p) -f- (a' -4- b' -f- 2.r)a:(a'i/ -f- |3V) = o, 
OU 

[{a' -h b' -h 'iJc) X -h- [y -i-.v)u' ]xu -\-[{a' -h ^»'4- 2^)j3 -h (ft'-4-.r) S'].r<>=: o, 
[2 (a' -4- .r) a -4- («' H- ^'-4- 2Jr)a']a« 
-h [2(a' -4-.r)S4- («'-H ^'-4- 2.r)(5'].ri^= o, 
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ce qui donne l'équation 

[(a' -h è' H- 2x)a -4- [b' + x)«'][2(a'-|-.r)|S H- («'-H ^^'+ 2^) |S']^' 
— [(/i' -f- è' 4- 2x)p + (^»' 4- ^)?'][2(a'-4- .^)« H- («'4- ^'-t- 2x)a']x* = o, 

ce qui fait 

[(û' -H .r)« -4- (// 4- .r)«] X» («;3' -a'P) = o. 

C'est bien 

(a' -t- ^' 4- 2 jr)3 — 2 («' -h x) [b' -f- .r) ; 

delà 

a:^=o et ^r' -f- .r = zh (/>»' -f- x) /, 
x{izç:i) — — a'±b'i, 

a'^b' , b'—a' 



La droite commune a d'ailleurs pour équations 
^ = — X et z=i X, 

Les équations (4) pourront être incompatibles, en ce que les 
coefficients de j^ et de ;j y soient dans des rapports constants autres 
que ceux des autres termes. Alors les équations (3) n'auront pas 
de solution. 

Soient les équations (4) se réduisant à une seule par la propor- 
tionnalité des termes. 

On tirera de cette équation la valeur de j^ ou de z et on la por- 
tera dans l'une des équations (3) : de là, une équation Qn j on z 
du second degré, par suite, pour toute valeur de x, deux couples 
de valeurs dey et de z, ou, pour les trois surfaces, deux points 
communs dans tout plan parallèle au planjj^z. C'est ce qui peut 
avoir lieu quand les surfaces ont deux droites communes, et 
encore quand elles ont une conique commune. 

Or, quand deux surfaces du second degré P et Q ont deux 
droites communes D et D' du même système sur chacune, leur 
intersection se complète par deux autres droites analogues Di et 
D'^ d'autre système qui peuvent se confondre. Qu'une troisième 
surface R contienne D et D', elle coupera P suivant deux autres 
droites D2, Dg du système de D< et D'^, et Q suivant les droites 
analogues D3, D3. Les trois surfaces n'auront donc de points com- 
muns que sur D et D', ou bien elles auront avec ces droites une 
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troisième droite commune les rencontrant, ou bien elles auront 
avec elles deux autres droites communes. Dans la circonstance qui 
nous occupe, le premier de ces cas sera le seul possible. 

Si les trois surfaces ont une conique commune, les trois équa- 
tions étant susceptibles d'être 

P=zo, Q = A:P-|-m' — o, R=: A:'P-f- ««'^o, 

il y aura, outre la conique commune, deux points communs don- 
nés par P= o, (^ = o, tv = o. Les équations (i) et (3) seront telles 
que, deux à deux, elles donneront, par une combinaison linéaire 
convenable, le système de deux plans, et, dans les combinaisons, 
il y aura un plan commun. Par cette voie, ce cas se distinguera 
immédiatement du précédent. Il est d'ailleurs à observer que, pour 
chacune des valeurs de x relatives aux points communs en dehors 
de la conique commune, l'équation du premier degré en y et z 
deviendra identique, en sorte que ces valeurs résulteront d'un 
facteur en x commun aux termes de l'équation. 
C'est ainsi que, pour 

P = Ao:* -t-^2 ^ AV -f- D = ô, 

Q = A x' -t- jr* -4- A V -f- D -h «2 (^ -4- ^) (^ -h A:) = o, 

R m Aa:* -4- 7« 4- AV -+- D -h :i (3 -f- //) (3 -f- A:) = o, 

on trouve 

yz = — ky — gz— g/f, 

j^^= A'{h-\-A)z — A.r« — D -h M'hk. 
Les trois équations du premier degré sont 

^r -*- ( ê'* -t- A^A* -f- D -h Aa:« ) 2 -r- A- (Ax« 4- D -f- ^* -f- A'7i* ) = o, 

0/ 4- 03 -h O = G, 

«J^— (^-+-^-)(^*-4-A"A*-^D+A.r«)3-/-(/i + ^)(Ax»-f-D-i-A'^A'+^') = o. 
Il n'y a bien là qu'une seule équation 

( Ax« 4- D -4- ^* -f- A'7i«) (3 H- /-) = o, 

d'où le plan de la conique commune par z-^h^^o, et, pour les 
deux points communs par ailleurs, 

A j;« -4- D 4- ^» -h A"//^ = o. 
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Une dernière circonstance est celle où les équations (4) de- 
viennent identiques pour toute valeur de x. Gela arrive quand on 
a, quelque valeur qui s'attribue à x, 

L = o, Li=o, M— o, p[cb'—bc')'\-q[ac'—ca')-\-v[pq^ab')z=o. 
Les équations (3) peuvent alors s'écrire 

[z —p) {z-hp — b')=a'{j -hq—a), 
[z — p){jr^q)z=z ba'. 

Les surfaces représentées par les deux premières équations ont 
une droite commune que déterminent 

7 4- î — a = o, 
z-{- p — b'z=L o, 

et tout point appartenant à ces mêmes surfaces en dehors de la 
droite appartient à la troisième surface. Il y a donc là une cu- 
bique commune ayant pour équations 

[x-qY[r-^i-^) = ^ [['^p - ^') (/ - 7) -^ ^«']. 



IL 



Nous avons encore à traiter les équations (i) lorsque les trois 
déterminants 



A' 


A" 


B 




A" 
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B' 
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A' 


B" 


a; 


A' 


B, 


t 


A'. 


A, 


B'. 
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Ai 


A'. 


B". 


a; 


A'. 


B, 




a; 


A, 


b; 




A, 


a; 


b; 



sont nuls à la fois, de sorte que ces équations ne peuvent alors se 
résoudre par rapport aux carrés et aux produits de deux des in- 
connues X,Jy Z. 

Nous écarterons d'abord le cas où, les termes du second degré 
ayant leurs coefficients proportionnels, à prendre les équations 
deux à deux, on pourra immédiatement, par l'élimination de ces 
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termes, obtenir deux équations du premier degré en or, y y z; cela 
a lieu en particulier pour trois sphères. Il en est ainsi quand les 
déterminants mineurs relatifs aux déterminants $ sont tous nuls. 
Si, dans le déterminant $, les éléments sont tous nuls, les 
équations, étant 

A.r* -h 2B'JCZ -f- 2B"jrj -h iCr -f- 2C'j -+- ^C'z -4- D =r o, 
Ai-r* H- 2B'j.r3 -4- 2B'J.rj -f- aCi-r -f- ^C^y M- 2(f,3 -h D, =:= o, 
Aîa:*-f- 2B',x2 -I- 2B^.rr-h2C2.r -f- 2C2J -f- 2C^2 -^Djr=o, 

sont du premier degré en j^ et z ; il s'ensuit alors 

B"r H- C B'.r -h C" Ar^ -+- aCr -h D i 
B';.^ -f- Cj B',.'- -+- C" Al r* H- 2 Cl .r -h Dj z= o. 
B> -h C 2 B j.r -H C; Aj .i:* H- 2 Cj X -f- D, 

On aurait une équation analogue pour j^ si les éléments de $' 
étaient nuls, une équation en z si ceux de J'^ Tétaient. 

Au cas où les trois coefficients dej^y ceux de z^, mais non ceux 
dej^z, ne sont pas nuls à la fois, les équations étant 

Aor* -t- 2B72 H- 2B'2.r -h 2B"j?r -^ 2C^ -h iCy -{- 2C"z -4- D = o, 

AiJ:*-f- 2B1JZ 4- 2B'jZJC-h 2B^j.rX-f- iCiO? -f- 2CjJ -h 2C''iZ -t- Di=i: o, 
A4.r«-+- 2B2 jz 4- 2B2Z^ 4- 2B2.rr -f- 2C2.r -f- ^iC^x + 2iC23 4- Di= o, 

on pourra, par deux éliminations de jZy obtenir deux équations 
du premier degré en j^ et z\ en y joignant Tune des premières 
équations contenant jz, on aura un système équivalent, et une 
équation résultante en x s'ensuivra immédiatement. Pour l'ob- 
tenir sous forme d'un déterminant, observons que, en désignant 
les trois équations par 

ajz "{- i?j -h cz -4-/1 = 0, 
aj -h Pz -1-^ = 0, 
a'jr -f. jS'z -f- r = o, 



et y joignant 



«0 * + ^'fz 4- rj = o, 
Kjz 4- P-* 4- ^z = o, 
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on aura 



d'où 
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^(~ «'^ -^ «^) — ^(— a'p + ap') — (ap' — ol'^)c — /?(— «'jS -f- a^') 



= o. 



équation du sixième degré en x. 

Si les coefficients de yz sont nuls, ainsi que ceux de j^* ou de 
z^, ceux de z^ par exemple, les équations étant 

Ax* + A'jr* H- :iB'xz + 2B"a:j 4- 2Cjr -4- aC'j -h 2C"« H- D = o, 
Aior^H-. . .-hDi = o, 
Ajx'-t-. . .-hDj— o, 

on pourra en déduire deux équations ne contenant pas j^^, et l'on 
aura ainsi 

A'j'4- flj H- ^« -\-p = o, 

aj -f- 132 -f- g z= o, 
d'où 

«J^ + 13 J2 -f- grj = o, 



k. 
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Delà 



A' 
o 
o 

a 

t 
a 



d'où 



O 

o 
u 

A' 
o 
o 



a 
r 



o 
o 



r 
o 
o 



= o, 



a 
a' 



P«'-«P' I3r-P'^ 



o, 



puis 



a ;3 ^ 

a' P' . r 



= 0. 



Ces premiers cas particuliers ainsi traités^ soient les équa- 
tions (i) au cas où les trois déterminants $ sont nuls, sans que 
deux colonnes y aient leurs éléments nuls; par exemple, 5 étant 

A' A'^ B 
nul, A', A* Bi =0; nous supposerons que dans deux co- 

A'j Aj B, 
lonnes au moins les éléments ne sont pas nuls. Si cela est pour 
les deux dernières colonnes, les trois déterminants A'JB2 — A^Bj, 
A'^Bî — AjB, A''Bi — A'B pourront ne pas être nuls à la fois. 
Si l'on multiplie les équations (1) respectivement par ces mineurs, 
et qu'on ajoute, les termes eny^^yzy z^ disparaîtront, et Ton aura 
une équation telle, que 

ax* -4- 2 b'xz 4- 2 b"a:j -f- 2cx -h ic*y -t- 2c"z -H rf = o. 

U en sera de même si l'on multiplie par A'^B2 — A'^Bj, A'Ba — A'^^B, 
A'B| — A'^B, au cas où ces mineurs ne seront pas nuls à la fois, 
les équations (i) supposées distinctes. 

Si ces deux suites de déterminants mineurs sont nulles à la fois 
VII. 3 
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avec B^o, on aura 

•D 

Qu'on multiplie alors la première équation par -^ et qu'on sous- 

traye la seconde, les termes enj^*, ^^fj^ disparaîtront, et l'on 
aura une équation de la forme indiquée ci-dessus. 

Dans les conditions supposées, on obtiendra de même les équa- 
tions 

a\x* -^ibixz -^ 1 b\xx H- acj x -|- ic\ y -^ ilc\z -^ d^=i o^ 

Si les trois équations sont distinctes, qu'aucune d'elles ne puisse 
se déduire des autres, elles pourront remplacer les premières. 
C'est ce qui a lieu lorsque les coefficients en â^ , a^ sont chacun 
différents de zéro, même lorsqu'un seul d'entre eux est nul. 

Les trois équations peuvent s'écrire 

OLf H- v!z -+-/> = O, 

«ir*-f- 2^ J2 -{- |3j -f- |S'z -f- ^ = o, 

a\ z* -H 2 b^yz -f- yj* -h y'z -f- r = o. 

Si l'on avait 

a\ = o et «j = o, 

les deux dernières équations pourraient devenir équivalentes; il 
y aurait alors à prendre à la place de l'une d'elles l'une des équa- 
tions (i). 

C'est pourquoi il convient de considérer d'abord les trois équa- 
tions 
A^*-f- A'j* 4- AV -f- aB'zj? -4- aB"a?/ 4- aCor -+- aC'j 4- nCTz -4- D = o, 

ib^yz-^ Htf^jr -\- 'Xc\z-^ ic^x -^diz=ùy 

bi supposé différent de zéro, et le terme yz pouvant, par suite, 
avoir été éliminé de la première équation. Sous une désignation 
plus simple, les équations sont 

Ay 4- AV 4- oj -h a'z 4-/7 = o, 

py-\-^'z-\-qz=z o, 

. 2 ^j js 4- 7 J 4- '/z 4- r =r o. 
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Multiplions la seconde par h\j et b^ z, nous aurons 

ce qui donne, eu égard à la troisième, 

— Hyy + 7'^ -H /•) -f- P'^1 a* -f- ^1 5^3= o, 
ou bien 

jS'^i z» — j3yj -f. (ôj 5 — j3/)a — (3r == o. 

D'autre part, en multipliant la première équation par /3 j-, on a 
A'Pj» h- A^]3/«« -f. a|3^« -t- ixfpyz 4-pP/ = o, 

ce qui se change en 

Bz 
•--k'y^(P'z -+- q) "-Ar ^ [yy -f- y'z -f- r) H- ai37«+ a'jS/z h-/?]8j = o, 

puis 
ou 

et par suite 

+ Ik'p'r + pbip- A'p'7'7 f + A'|3y« 1 - «.'^\x 

- [a'P. + || (A'iî'y'- A'Iîy + «'|3t.)]» 

— -^ (A'.S'Z- A"^ + «'pè.) = o. 

Les cinq équations que nous venons d'obtenir eny^, ^^tj *t * 

3. 
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u 
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a oi' p 

? P' q 



-àrpy' 



= o, 



en posant 



u =A'(|3'y-.^,^)-f.ai3^i, 

II' z= A'iS' (r- Ç) -f. A-^7« ^ + |3(^,p - «'y), 

ii" = ~A^Pr~ |^(A'l3V-A"P7 + «'i3^t), 

équation du huitième degré, en général, où le coefficient dex* est 
*î I — A'A'^û* -I- 4 (A" B"b" 4- A' B' b')a^ 

H-i6^'^*'(6'B''H-^^'^B')aA — i6^'«^»"«A«j. 

On peut obtenir Téquation avec des éléments simples sous la 
forme d'un déterminant du neuvième ordre. 

Le cas particulier de d^ = o mérite encore d'être traité à part. 
Les équations étant . 

^[b''x-{-c')y -^ i[b'x '^c")z'^ ax^ -{- 2cx -4- û? = o, 

ibiyz-\-i\b\x-\-c^y-\' 2c'^z -|-2CiX -{-rfj=:o, 

/Ij Z* H- 2 b^Z -4- 2 (^', :C 4- C^) 3 -♦- 2Cj^ -f- 2c,x -f-r?, = o, 



désignons-les par 



ay-h a'3-h/? = 0, 
!lbiyz -+- 13^ -*- |3'z H- <7 = o, 



On en déduit 



«jz'-h 2^j/z -f-yj-t-y'î -hr=o. 

ay* -f- a' j^z -f- pj^ = o, 

uyz -f- a'z' 4- /? 3 = o. 
uy^z -f- «>z* -h/?>-z= o, 
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et, d'autre part, 

1 ^irz*-f- ^jrz -f- (3'2* -4- ^z = o, 

d'où 

— 2 ^1 2 ^j7«* — 2^8|3jZ — 2 bjp'z^ — 2 ^2^2 = O, 

par suite, 

2 èj 2 ^s/?J^« — 2 ^1 a7j* -f- (a j a|3' — 2 ô, a'|3' ) z' 

4-(<ï^Pa — 2^1 7'a — nb^^ixf)^^ — 2^i roL^ -^{a^qtx, — 2^2 7«')« = 0> 

OU 

— 2*1 «yr* -+- (a^ a — 2 6j a') ]3'z» 

-h («j «p ~ 2*ia7'— 2*ja'jS -I- 26i2ftj/?)^z 

— 2 6i raj^ 4- («2 « — 26, a')^3 = o. 

Il y a là six équations d'où résulte 

00 o Cf, otl p 

o o 2*1 P P' ^ 

o a'j 2*2 7 7' r 

a o a' /? o o 

o a' a o /7 o 

-2*ia7 («^a— •2*2a')P' (^P — 26i7')a— 2^2a'PH-2*i2*2/^ --2*ira («"a— 262a')y o 

ce qui peut se réduire, suppression faite du facteur a, à 

o o 

o 2*1 

«r, 2*2 

a' a 

fl^a — 2*2»')?' «^aP— 2*ia7'-h2*ia'7 — 2*2a'PH-26i2 62/? a^i/^y — 2*ira (û^a— 2*2a')y <> 

Les termes du degré le plus élevé sont là du septième et pro- 
viennent de 

(a j a/3 — 2*1 (xr/ — 2 ^2 «'P + 2 *i 2 *, /?) a' ^y'/?, 
ce qui donne 

.r? (4 6^6; — 2 *i 6''*; — 2 *, 6' è*; + 2 *i 2 62 «)*'*' *2 «• 
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/^ 
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En cas de a^ = o, cette équation peut se réduire ^ suppression 
faite de a', à 



o 

3 6, 



y 



p' 



p 

r 



=0, 



^h^9,p' — 2 6|a7'-|-2 6ja'7 — llh^vl^-irlb^iLh^p ^b^py — ^b^roL ^b^p'p — ib^oi'q o 



ou a 



o 

2 6, 



a 
7 



a' 



r 



^b^[a!y — ay'JH- 26, («(3'— a'|3)-4-2 6i 26,/? 2 6i(/?7— ra) 2 6, ((3/? — a'g) o 

le terme du plus haut degré jy^ est 

ab\ 6;(-. 261 b^b'^ - 26, ^'^'j -h 2*1 llb^a)a*. 

Remarque, — Quand on fait i| = o dans l'équation due, plus 
haut, à l'élimination àej^z etj-z^, on obtient 

[a\oL — 2 6,a') [px^ H- p'«« -4- ^jpz) = o ; 
or, l'équation résultante pour les équations 

aj-f-«'z-f-/> = o, 

Px-h^z-i-q = O, 

a^z' + 2*8^3 -t- 77 + y'a H- r = O 

peut s'obtenir en y joignant 

|3j2 -f- (3V -h ^2 = o. 



= 0; 



et 



L'équation précédente, sauf à en dégager le facteur a^oL- — 2^2 «S 
peut donc, quand on y fait i| = o, s'appliquer à cette circon- 
stance. 
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Mais, plus simplement, Téquation résullante est alors 
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a' 
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P' p 

c'est, en écartant le facteur «> 
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= o. 



En prenant Téquation 



au lieu de 



l3j«-h (3' 3* 4- ^« = o, 



on a 



ou 



d'où 
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= 0, 



1. 
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puis 

« ^ P 

détermînant qui s^annule pour «'= o, de sorte que a! y est encore 
un facteur à supprimer. 

Le résultat qui s'ensuit s'obtient plus simplement en résolvant, 
par rapport àj^ et à z, les deux premières équations de la question 
et substituant leurs valeurs dans la troisième. De même, au cas de 
^2=0, l'équation résultante devient 

O o OL a! p 

o ii,b^ p P' 1 

a\ o 77''' 

a' « o p o 

aj«p ûja/S — 2 ^1 ay' 4- 2 ^1 a'y ^h^py — ib^roi. cl'^ot.q o 

équation où le terme du septième degré est 

x' [a\Vh\ —ib, h"h\ ) Vh\h\a. 
Si &i et &2 sont nuls, suppression opérée de d^cn^ on a 



= 0, 



o o a a 

o o ]3 /3' 

a\ 077' 

otf Cf. o p 

P' P O q 



= 0, 



ce qui peut se réduire à 



P P' q 

Soient enfin les trois équations 

«j + a'z -h /? = o, 
a\y'^ -i- 2^1 jz -\-Px-\-p/z-^q—Q, 
a\z^ -^^ b^yz -h y y -f- 7^2 -f- r = o, 

au cas de a'^a^^o. 



= 0. 
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Multiplions la première par d^y^ et dans le produit remplaçons 
d^y^ par sa valeur tirée de la seconde; nous aurons 

( — 2^ia -f- d^oi!)yz -f- ( — aj3 -\-pa\)y — a^'z — «^ = o. 

En multipliant la même équation par a'I^Zy et tenant compte de 
la valeur de d^z^^ on a 

(— ib^af-ha\oL)yz — a'77-f- (— (xfy -h a\p)Z'^ a'r = b. 
En prenant j^j5 pour facteur^ on obtient d'abord 
o^y^z H- afyz^-hpyz = o. 

Mais on a, par les deux autres équations, 

«1 y*z 4- 2 b^yz* -4- (3/3 + jS'z' + gz =: o, 
2 ô, j*3 -4- a j j2« -f. 77« + y'/z + r/ == o, 
d'où l'on tire 

-f-a^jPV — a^ir/H-a^grz =10, 

K^'i — 2 «^1 9 è,) jrz* -+- («i/ — 2 ^j p) 73 -f- a\yy* 

— 7Lb^P'z^-ha\ry — ib^qz=^o. 

L'élimination de y^z et yz^ conduit à 

->^*y(-2^«4.«>')-?^P'(-.2è,«' + <a)l7Z 

r *. ô ' -^ 

-f. (—a^ia H- a'jcc'jr- 47 (—2^ia -*-«>') 
L «1 

-^/(-2^«'+«;«)J. 

Par les quatre équations en yz, y et z ainsi obtenues, on a pour 
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équation résultante 



^% ^\ ^\ < 



= o, 



en posant 



'il 

a'. 



', = --r7î-^^ 



p'r. 



Les termes en x^ dans Téquatîon ne proviennent que de pu^ ^2 ^2 ; 
leur ensemble est 

X —«(«!«', — 2*12*,) 

-+-2ô'(a',2*;— 2^,2è';)-f-2^"(a;26'; — a^i2^;) 

--^ac;(_26i26''-+.<2^')-^2<(-^^^,2&'-h«;2Ô')l. 
On aura j- et z, en général du moins, par 

— uqvi-hK'rUi =0. 

Les circonstances de discussion seraient analogues à celles que 
nous avons présentées dans la première Partie, mais avec plus de 
complication. 
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Détermination du nombre des arrangements complets oii les 
éléments consécutifs satisfont à des conditions données; par 
M. Désiré André. 

(Séance du i3 décembre 1878.) 



I. — Introdnctioii. 

1. Les arrangements complets de m objets n k n sont, comme 
on le sait, les groupes qu'on obtient en plaçant sur une même 
ligne, les uns à la suite des autres et de toutes les manières pos- 
sibles, n des m objets donnés, un même objet pouvant entrer plu- 
sieurs fois dans un même groupe, et deux groupes différant entre 
eux soit par les objets qu'ils contiennent, soit par l'ordre où ces 
objets s'y succèdent. 

Les objets dont nous parlons constituent les éléments des groupes 
et sont de nature quelconque. Ils peuvent être, par exemple, des 
lettres de Talphabet. Quels qu'ils soient, le nombre des arrange- 
ments complets de m lettres nkn est égal à m'^. 

Nous ne rappellerons point ici le procédé très-simple et très- 
connu qui conduit à ce résultat, le présent Mémoire ayant uni- 
quement pour but la résolution des problèmes particuliers contenus 
dans l'énoncé général suivant : 

Parmi les m" arrangements complets de m objets nàn^ combien 
y en a-t-il oà les éléments consécutifs satisfont à des conditions 
données? 

2. Ces problèmes particuliers sont en nombre infini, car les 
conditions données peuvent présenter une variété inépuisable. Ils 
sont difficiles, ou, du moins, réputés tels. Nous exposons d'abord 
une méthode générale qui permet de les résoudre tous, quelque 
compliqués qu'en soient les énoncés, d'une manière uniforme et 
simple. 

A cause même de sa pleine généralité, cette méthode, pour être 
bien comprise, demande à être appliquée à de nombreux exemples. 
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Le premier problème auquel nous l'appliquions est celui-ci : 

Avec un alphabet contenant v voyelles et c consonnes, combien 
peut^on former de mots de n lettres oii il nj ait jamais consécu- 
tivement plus de deux voyelles ni de deux consonnes? 

Ce problème rentre évidemment dans notre énoncé général. Il 
en est de même du suivant : 

Avec V notes distinctes, combien peut-on former de phrases 
musicales différentes présentant une durée déterminée et dans 
lesquelles chaque temps ne subisse que des divisions d'un certain 
ordre? 

Le troisième problème considéré par nous ne rentre point aussi 
visiblement dans notre énoncé général [!]• Au fond, toutefois, il 
s'y ramène, et notre méthode lui est parfaitement applicable. C'est 
le problème que voici : 

Sur un damier présentant une largeur de c cases et une pro- 
fondeur indéfinie, par combien de chemins différents un pion 
qui ne recule jamais et qui part d'une case donnée peut-il arriver 
à une autre case donnée ? 

On connaît la diflicuité proverbiale des problèmes sur le cava- 
lier du jeu d'échecs. Notre méthode néanmoins s'applique très-, 
bien à celui-ci : 

Sur un échiquier présentant une largeur de c cases et une pro- 
fondeur indéfinie, par combien de chemins différents un cavalier 
qui ne recule jamais et qui part d'une case donnée peut-il arriver 
à une autre case donnée? 

Ces quatre problèmes, résolus facilement par notre méthode 
générale, suffisent, croyons-nous, à en montrer la commodité et 
l'importance. Nous nous bornons donc à ces quatre applications, 
et nous terminons par quelques réflexions sur la méthode en ana- 
lyse combinatoire. 
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II. — Méthode générale de résolution des problèmes considérés. 

3. Rappelons d'abord notre énoncé général [1] : 

Parmi les m^ arrangements complets de m objets n àuy com- 
bien y en a-t-il où les éléments consécutifs satisfont à des condi- 
tions données? 

Puîs^ supposons formés tous ces arrangements dont on demande 
le nombre, et désignons ce nombre lui-même par X^. 

4. Évidemment, les conditions données nous fournissent le 
moyen de classer en différentes espèces les parties terminales de 
nos X;t arrangements, et, par conséquent, ces X;, arrangements 
eux-mêmes. Cette. classification est le premier fondement de notre 
méthode. 

Supposons qu'elle soit effectuée, c'est-à-dire que nos X,i arran- 
gements soient ainsi distribués en difiTérentes espèces, et désignons 
par A.fi le nombre des arrangements de la première espèce, par B^ 
le nombre de ceux de la deuxième, par C/j le nombre de ceux de 
la troisième, et ainsi de suite. Nous aurons 

Xrt =: A„ -I- B;i -t- C„ 4- . . . , 

^et le calcul du nombre X„ sera ramené à celui des nombres A«, 
■"«> ^/i> • • • • 

5. Pour déterminer ceux-ci, revenons aux conditions données. 
Quelles qu'elles soient, elles fournissent, pour les nombres A„, 
Brt, C/i, . . . , des équations liant chacun d'eux aux nombres A„_i, 
■D#i— o ^/i— o • ••> A./i_2> 1^/1—2? ^/i— 2> • • • > A,i^3, r>;i_3, drt.s, . . . , etc. 
Dans la presque totalité des cas, ces équations ne contiennent, 
outre A„, Brt, C;,, ..., que les nombres A«_i,B;,_i, C„_i, .... 
Dans des cas exceptionnels, comme le problème [2] sur le ca- 
valier du jeu d'échecs, on est obligé de prendre aussi A;i_2» 
B/i-2> C«.2> • • • ; naais il n'arrive pour ainsi dire jamais qu'il faille 
aller jusqu'aux nombres A„_3, B^^g, C;i_8, . . . , ni, a fortiori, aux 
nombres antérieurs. 

Quoi qu'il en soit, si nous appelons X le nombre des espèces de 
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nos arrangements, les conditions données entre les éléments con- 
sécutifs nous fournissent X équations reliant les nombres cherchés 
An, B/iy G^y . . . aux nombres analogues correspondant aux précé- 
dentes valeurs de n. 

6. Entre ces X équations et celles qu'on en peut déduire en 
faisant varier n, séparons les nombres A, B, G, . . . , c'est-à-dire 
effectuons les éliminations nécessaires pour obtenir, à la place de 
ces équations, des équations nouvelles^ telles que chacune d'elles 
ne renferme que des nombres A, ou des nombres B, ou des nom- 
bres G, etc. 

L'équation ne contenant que des nombres A exprime la loi 
d'une suite récurrente dont Ai, constitue le terme générai. De 
même pour celles qui ne renferment que des nombres B, que des 
nombres G, et ainsi de suite. 

7. Ainsi An est le terme général d'une certaine suite récurrente 
dont on connaît la loi. Gomme on peut toujours calculer direc- 
tement les premiers termes de cette suite, on peut, en se fondant 
sur la théorie des suites récurrentes, parvenir à l'expression géné- 
rale de A;,. Par des procédés identiques» on arrivera à celle de B;,, 
à celle de G^, etc. 

Il va sans dire que, dans le cours de ces calculs, on profitera de 
toutes les simplifications qui se pourront présenter, et que, les 
expressions de A«,B;i, G/i, ... une fois obtenues, il suffira de les 
ajouter pour avoir X„, c'est-à-dire pour obtenir la solution même 
du problème considéré. 

8. En résumé, notre méthode se réduit aux quatre opérations 
suivantes, dont les deux premières sont purement combinatoires 
et les deux dernières purement algébriques : 

Tirer des conditions relativ^es aux éléments consécutifs un 
mode de classification des arrangements dont on cherche le 
nombre; 

Déduire de ces mêmes conditions les équations qui donnent 
Art, Brt, Grt, ... en fonction des nombres analogues correspondant 
aux précédentes valeurs de n ; 

Entre ces équations et celles qu'on en déduit en faisant ^varier 
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/i, séparer, par une suite d' éliminations, les nombres inconnus A, 

MJy V4y • • • y * 

Enfin, déterminer les expressions respectives rfe A^, B,j, C/i, •.. 
et les ajouter. 

9. Nous allons appliquer, et d^une façon absolument littérale, 
cette méthode générale à la résolution des quatre problèmes que 
nous avons déjà énoncés [2]. 



III. ~ Problème sur l'alphabet. 

10. Avec un alphabet contenant \f voyelles et c consonnes, 
combien peut-on former de mots de n lettres où il vlj ait jamais 
consécutisfement plus de deux voyelles ni de deux consonnes? 

Tel est le premier problème énoncé par nous. Il rentre évidem- 
ment dans notre énoncé général [1], et, par suite, notre méthode 
générale lui est applicable. Cette application, comme nous Talions 
voir, présente une simplification remarquable qui, d'ailleurs, se 
rencontre très-fréquemment et que l'on peut, pour ainsi dire, faire 
naître à volonté. 

11. Supposons formés tous les mots de n lettres dont nous 
cherchons le nombre, et, par la considération des conditions don- 
nées, d'une part, des lettres qui terminent ces mots d'autre part, 
tâchons de les classer. 

Nous trouvons que ces mots sont de quatre espèces différentes : 

1° Ceux qui finissent par une voyelle unique; 

2° Ceux qui finissent par deux voyelles consécutives ; 

3® Ceux qui finissent par une consonne unique ; 

4° Ceux qui finissent par deux consonnes consécutives. 

Appelons V'„, V^, C„, C^ les nombres de mots respectivement 
compris dans ces quatre espèces; désignons par X,^ le nombre 
total des mots cherchés. Nous avons 

et nous serions conduits à calculer V'„, V^,, C',,, C',, n'était la sim- 
plification annoncée. 
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12. Continuant à appliquer notre méthode générale, cherchons 
les équations qui lient les nombres V'„, V',^, G',,, C^ aux nombres 

Vf v c c 
n^\y '/i-i> ^/i-i> ^n~\' 

Les mots de n lettres finissant par une voyelle unique se dé- 
duisent évidemment des mots de n — i lettres finissant soit par 
une, soit par deux consonnes. Il suffit, pour obtenir ceux-là, 
d'écrire à la suite de ceux-ci, successivement, une à une, les 
V voyelles données. De là cette relation 

Chaque mot de n lettres finissant par deux voyelles s'obtient 
évidemment par l'adjonction d'une des v voyelles données à la 
suite d'un mot de n — i lettres finissant par une voyelle unique. 

Donc 

V" — V V 

En raisonnant de la même façon sur les mots terminés par une 
ou par deux consonnes, on trouve les deux nouvelles relations 

qui, jointes aux précédentes, forment un nombre d'équations égal 
au nombre des espèces de notre classification. 

13. A l'aide d'un calcul fort aisé, nous tirons de ces quatre 
équations les quatre relations nouvelles 

c; = vc(f^_^ + pc(p + c) c;_3 -H (i'^i^c;.,. 

Ces relations , où V, V, C, Q" sont séparés , montrent que 
ces nombres sont chacun le terme général d'une série récurrente 
proprement dite. 

Il se trouve que ces quatre séries récurrentes ont des lois iden- 
tiques, et cette particularité, origine de la simplification annoncée 
[10], nous dispense de calculer isolément V',,, V^^, C',, CJ^ et nous 
permet d'obtenir immédiatement X„. 
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14. En effet, ajoutons membre à membre nos quatre dernières 
équations, en nous rappelant Tégalité fondamentale 

x„=v;+v;^-c;-4-c;; 

nous trouvons aussitôt 

Le nombre X„ est donc le terme général d'une série récurrente 
proprement dite, dont l'équation génératrice est l'équation du 
quatrième degré 

a:* — çcje^ — vc[u -h c)x — ((>c)*=i O. 

Comme nous ne connaissons point les racines de cette équation, 
nous ne pouvons appliquer, pour écrire l'expression générale de 
X„, les règles de Lagrange, lesquelles supposeraient cette équation 
résolue. Nous recourrons donc aux règles que nous avons précé- 
demment données pour écrire le terme général d'une série récur- 
rente en fonction, non plus des racines, mais, ce qui est infiniment 
plus commode, des coefficients de l'équation génératrice. 

Ces règles pourraient nous conduire à plusieurs expressions 
de X„; nous n'en donnerons qu'une. 

15. Posons, conformément à ces règles, 

Xi = a:j, 
Xs= ^j, 

X8 = ar3-h i^cXi, 

X4 = 0:4-4- rcXj-h W7(i^4- c)Xi. 

Le nombre cherché X„ sera donné par la formule 

X„ = ^iY(«, i) + x,Y(«,2)-l-a:3Y(/i, 3) + ^4^(«,4)» 

dans laquelle a:j, 0:2, x^, 0:4, qu'on peut aisément calculer, ont 
pour valeurs respectives u-hc, (^-f-c)^, 2uc{i^ + c) et 2(1^0)^, 
et où Y(/î, i) est fourni, pour chaque valeur de i, par l'égalité 

le signe \ s'étendant, pour les entiers (3, y, 5, à tous les systèmes. 
VII. 4 
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de valeurs positives ou nulles qui satisfont ^ la condition 

Telle est l'expression générale de X;,. 

IV. — Problème sur la musique. 

16. ^i^ec V notes distinctes, combien peut-on former de phrases 
musicales différentes présentant une durée déterminée et dans 
lesquelles chaque temps ne subisse que des divisions d'un certain 
ordre ? 

Avant d'aborder la résolution de ce très-intéressant problème, 
nous ferons remarquer que Ton peut toujours le ramener au cas 
où les temps ne sont point divisés. Si les temps étaient partagés, 
par exemple, en moitiés, en tiers ou en quarts, on pourrait prendre 
une moitié, un tiers ou un quart de temps pour unité de durée. 
En d'autres termes, nous pouvons toujours supposer la durée to- 
tale de la phrase partagée en un certain nombre de petites durées, 
toutes égales entre elles, et remplir chacune entièrement par un 
élément musical unique ; rien ne nous empêche d'appeler chacune 
de ces petites durées un temps. 

En conséquence, nous pouvons, sans restreindre la généralité 
de notre présent problème, en mettre l'énoncé sous cette nouvelle 
forme : 

Avec V notes distinctes, combien peut-on former de phrases 
musicales différentes, de n temps non divisés ? 

17* A chacun de ces nouveaux temps correspondra, comme 
nous venons de le dire, un élément unique. Donc chacune de nos 
phrases sera un groupe de n éléments. 

Ces éléments, d'ailleurs, seront évidemment de trois sortes : 
note articulée, silence, prolongation. 

La note articulée sera l'une quelconque des v notes données ; 
elle pourra se placer après un élément quelconque. 

Le silence pourra aussi se mettre après tout élément. 

La prolongation pourra suivre une note articulée ou une pro- 
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longation, mais ne devra jamais suivre un silence , un silence pro- 
longé ne différant point, en effet, d'un silence répété ; il y aurait 
double emploi. 

18. Ces explications données, supposons formées toutes les 
phrases musicales qu'on nous demande et désignons-en le nombre 
par X«. 

Ces phrases sont de trois sortes, puisque leur dernier élément, 
qui occupe par hypothèse le /i""*® rang, est une note articulée, un 
silence ou une prolongation. 

Nous désignerons par A;j le nombre des phrases de n éléments 
qui finissent par une note articulée ; nous appellerons Sn le nombre 
de celles qui finissent par un silence, et P» le nombre de celles qui 
finissent par une prolongation. 

19. Conformément à notre méthode générale, nous venons de 
classer nos phrases de n. éléments. Il nous reste, pour transformer 
notre problème en une simple question de calcul, à trouver les 
équationa qui relient les nombres A^i, S^, P/i, dont la somme est 
X„, aux nombres précédents A«_i, S;,_o Pn-i. 

Évidemment, on obtiendra toutes les phrases.de n éléments 
terminées par une note articulée en faisant suivre successivement 
de chacune des v notes données toutes les phrases de a •^- i élé- 
ments. De là cette première équation 

A„ = ( A„_i -h S„__i -4- P„-, ) V. 

De même, on obtiendra toutes les phrases de n éléments finis- 
sant par un silence en plaçant un silence après toutes les phrases 
de 71 — 1 éléments. De là cette deuxième équation 

S„ ■= kn—\ -+- B„_i H- On—\' 

Enfin, pour former toutes les phrases de n éléments terminées 

par une prolongation, il suffira d'écrire une prolongation à la suite 

de chacune des phrases de n — i éléments finissant soit par une 

note articulée, soit par une prolongation. De là cette troisième 

équation . 

P„ = A;,_i -4- Pn-f 

4. 



Digitized by 



Google 



- 52 - 

Nous possédons ainsi trois relations entre les nombres A„, S/,, 
P;, et les nombres A^^i, S„_i, P»«|. 

20. De ces relations et de celles qu'on en déduit en faisant 
varier n on tire, par un calcul facile, les trois relations nouvelles 

A;, — (v + 2) A„_t -I- A„_j= o, 

S„ - ( V -f- 2 ) S«_, -h S;,_, =1 G, 
P„ - (v -+- 2) P„_t -^ P«~î = O. 

qui nous permettraient de déterminer les expressions respectives 
des nombres A«, S«, P^. 

Grâce à l'identité de ces relations, nous sommes dispensés de 
cette détermination. En les ajoutant membre à membre, nous 
trouvons immédiatement 

X.« — (v -f- 2.) X„_i + X„_2 = O, 

et nous voyons que X;, est le terme général d'une série récurrente 
proprement dite, dont l'équation génératrice est évidemment 

x^ — (v -f-2)x + I=rO. 

21. En appliquant à ces derniers résultats le procédé de La- 
grange, nous trouvons, pour l.'expression générale de X;,, 

X„ = fj R j -f- t^ RJ, 

R< et R2 étant les racines de l'équation génératrice qui précède [20], 
et f I et ^2 des coefficients indépendants de 72, satisfaisant aux équa- 
tions 

riRi + f,Rji=Xi, fiRÎ-f-^iR^=:X8, 

dans lesquelles on a, comme on peut le voir directement, 

Xi=V-f- I, X2 = V^-f-3v + 1. 

Si l'on eflFectue les calculs, on trouve finalement 

x„= i/. V \/v-f-2 ^ v/;Fir4^y 
+ i/i — ^ ^ r "^ ^ v/v^-f-4v y^ 
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22. Si, au lieu du procédé de Lagrange^ on emploie le premier 
de ceux que j'ai fait connaître, on trouve 

X;.=:(v-hl)T(/M)-M^(/l,2), 

Y(«, i) étant donné par Tégalité 

dans laquelle le \ s'étend à tous les systèmes de valeurs possibles 
des entiers non négatifs a et (3 qui satisfont à la condition 

a 4- CiP = /i — /. 

23. On peut remarquer que, si, négligeant absolument les effets 
d'intonation, on veut ne tenir compte que des effets de mesure, 
notre problème se réduit à celui-ci : 

Parmi les phrases musicales composées de n temps non divisés, 
combien s'en troui^e-i-il qui diffèrent par la mesure? 

Ce problème est évidemment un cas particulier du précédent; 
il suffit, pour en obtenir la solution, de remplacer, dans les ré- 
sultats qu'on vient d'écrire, la lettre v par l'unité. 

V. — Problème sur le jen de dames. 

24. Sur un damier présentant une largeur de c cases et une 
profondeur indéfinie, par combien de chemins un pion qui ne 
recule jamais et qui part d'une case donnée peut-il arriver à une 
autre case donnée ? 

Pour abréger les éliminations auxquelles conduit notre méthode, 
nous supposerons c égal à 6. Cette hypothèse n'aura d'autre effet 
que d'abréger les calculs; notre méthode générale n'en sera ni 
restreinte ni altérée. 

25. Nous supposons donc notre damier formé par une suite de 
rangées de six cases chacune. Nous supposerons de plus que, dans 
la première rangée, la première case à gauche soit blanche, et que 
notre pion parle d'une case blanche de celte première rangée. 
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Nous distinguerons d'ailleurs deux sortes de rangées : celles de 
rang impair, qui commencent par une case blanche et que nous 
nommerons rangées impaires; celles de rang pair, qui commen- 
cent par une case noire et que nous nommerons rangées paires. 

La case de départ de notre pîon appartenant toujours à la pre- 
mière rangée impaire, la case d'arrivée pourra appartenir soit à 
la 72**"* rangée impaire, soit à la /i**"® rangée paire. De là, dans le 
problème actuel, deux cas différents que nous traiterons Tun après 
l'autre . 

26. Supposons d'abord que notre pion ait sa case d'arrivée sur 
la 7i**"* rangée impaire. 

Tous les chemins par lesquels ce pion peut arriver sur une case 
de cette n^^^^ rangée impaire peuvent se classer en trois espèces : 
ceux qui se terminent sur la première case blanche de cette 
rangée, ceux qui se terminent sur la deuxième, ceux qui se ter- 
minent sur la troisième, les cases étant comptées à partir de la 
gauche. 

Nous appellerons P„, Q^, R„ les nombres respectifs de ces trois 
sortes de chemins. 

27. La «'*"*• rangée impaire est précédée par la [n — i )»*«»• rangée 
paire. Si nous appelons S„_i, T«_|, U;,_j les nombres respectifs 
des chemins qui se terminent, à partir de la gauche, sur la pre- 
mière, la deuxième ou la troisième case blanche de cette rangée 
paire, nous avons, d'après la marche bien connue du pion du jeu 
de dames, les six égalités suivantes : 

P/t ^= S„_i, S„_i = Pu— 1 -h Q/i— 1, 

d'où nous tirons immédiatement 

P« = P«-t4-Q„-„ 

28. Une suite d'éliminations faciles, effectuées sur ces der- 
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nières égalités, nous donne les relations suivantes : 
Pn = 5P»— i — 6P„— j -4- P|,_8, 

lesquelles nous montrent que chacun des nombres P«, Q;,, R„ est 
le terme général d'une série récurrente proprement dite, admettant 
l'équation génératrice du troisième degré 

j?' — 5x* -h 6x — I = o. 
29. Par suite, si nous posons 

P»=/^s-+-5P,-6Pj, 
la valeur de P^ nous est donnée par la formule 

l'expression V{n, i) étant définie par l'égalité 

dans laquelle le\ s'étend à tous les systèmes possibles de valeurs 
des entiers non négatifs a, /3, y qui satisfont à la condition 

a -f- !î|3 -h 37 = « — i. 

Les expressions de Q/, et R^, sont identiques ; il suffirait, pour 
les obtenir, de remplacer dans tout ce que nous venons d'écrire P 
et p soit par Q et ^, soit par R et r. 

30. En raisonnant de même pour le cas où la case d'arrivée 
appartient à une rangée paire, on trouverait 

S„ = 5S„_i — oS„-j -f- S„_3, 
T» = 5T„__, — 6T„_2 -4- T„_3, 
U„=5U„.,-6U„.,4-U„.3. 

Pour obtenir les expressions de S„, U„, T,,, il suffirait de prendre 
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celles de P;,, Q„, R^ et d'y remplacer les lettres P et /?, Q et q^ R 
et r respectivement par les lettres S et 5, T et t, U et u, 

31 . Il est bien clair que, par les résultats qui précèdent, notre 
problème sur le pion du jeu de dames se trouve complètement 
résolu. Pour le bien montrer, considérons-en un cas particulier 
quelconque, celui, par exemple, où, la case de départ étant la se- 
conde case blanche de la première rangée impaire, la case d'ar- 
rivée est la troisième de la /i'*"*® rangée paire. 

Le nombre cherché est U«. Nous trouvons, par un calcul direct, 

Ui = o, Vi=i, u, = 4, 

et, par suite, 

1/1 = 0, tts=I, 1/3 = — I. 

Donc nous avons, pour toutes valeurs de n, et en conservant aux 
expressions W les significations [29] que nous leur avons assignées, 

VI. — Problème sur le jeu d'échecs. 

32. Sur un échiquier présentant une largeur de c cases et une 
profondeur indéfinie, par combien de chemins différents un ca- 
ualier qui ne recule jamais et qui part d'une case donnée peut-il 
arriwer à une autre case donnée ? 

Tel est le problème que nous nous proposons de résoudre- 
Pour en abréger les calculs, nous prendrons c égal à 4* Mais nous 
ferons observer que cette valeur particulière attribuée à c n'enlève 
rien à la généralité de la méthode que nous allons suivre; elle n'a 
d'autre effet que de rendre moins longues les éliminations aux- 
quelles se réduit la troisième partie [6] de notre méthode gé- 
nérale. 

33. Dans cette hypothèse, notre échiquier aura une largeur de 
quatre cases et une profondeur indéfinie. Nous pourrons le re- 
garder comme formé par une suite de rangées de quatre cases 
chacune. Nous supposerons que notre cavalier ait pour point de 
départ une case de la première rangée et pour point d'arrivée 
une case de la /i**"®. 
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34. Les chemins différents que peut suivre un cavalier partant 
d'une case de la première rangée et arrivant, sans jamais reculer, 
à une case de la n**™® peuvent se classer en quatre espèces, suivant 
qu'ils aboutissent finalement à telle ou telle des quatre cases de 
cette rangée. Prenons ces cases de gauche à droite, et appelons P;i 
le nombre des chemins aboutissant à la première case, Qn celui 
des chemins aboutissant à la deuxième, Rn et Sn ceux des chemins 
qui aboutissent respectivement à la troisième et à la quatrième. 
Si nous donnons un moyen de calculer chacun de ces nombres, 
notre problème sera résolu. 

35. Pour trouver ce moyen, cherchons les relations qui existent 
entre les nombres P^, Q^, R;,, S^ et les nombres analogues d'in- 
dices moindres. 

La marche connue du cavalier et la figure formée par les trois 
rangées correspondant sur notre échiquier aux trois indices n, 
n — I , n — 2 nous donnent immédiatement les égalités suivantes ; 

S/1 = Q/i-i "*" R/t-i9 

et, amenée à ce point, la solution de la question n'est plus qu'un 
calcul ordinaire. 

36. Par une suite d'éliminations, que des remarques assez 
simples peuvent rendre faciles, nous déduisons des quatre rela- 
tions qui précèdent les quatre relations suivantes : 

P;, = 2P„_, -4- 2P„_4 -+- 4P„^5 -h iVn^, - P„_8, 

Q,i = ^ Q«-2 -♦- ^ Q«-* -+- 4Q/1-5 -+- ^ Q«-6 — Q«-8, 

R,, = 2 R„_j -h 1 R„-* -f- 4R«-6 + 2 R„^6 - R«-8, 

S« = 2S„_î -4- 2S„_4 -I- 4S«-6 -^ 2S„-6 — S„-8» 

qui nous montrent d'abord que les nombres P„, Q„, R„, S„ con- 
stituent chacun le terme général d'une série récurrente propre- 
ment dite, ensuite que chacune de ces séries admet l'équation 

génératrice 

.r* — ix^' — 2a;* — ^x^ — 20:^ -|- i = o, 
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laquelle peut s'écrire aussi 

(x-m)(j:* — X* — X — i)(jr*-l- 2Jr — l) =: o. 

37. Or, les procédés que nous avons fait connaître nous don- 
nent immédiatement Texpression générale de P,,, Q», R^, S„. Con- 
sidérons, en effet, P;, ; nous savons que, si Ton pose 

P,=:/,,-f.2P,-i-QtP,-f-4Pl' 

P^ =/?, ^- 2Pg-f- 2P34- 4Pj -f^ 2P,, 

Pg =:/!«-+- 2P«-+. 2P4-f 4Pa4- 2Pt, 

on a identiquement 

P^^^^/'/^f".')' 

1 

^(/i, i) étant donné par l'égalité 

dans laquelle le signe \ s'étend à tous les systèmes de valeurs des 

entiers non négatifs /S, (?, e, ^, S qui satisfont à la condition 

2/3 -h 4(y -t- 5e -4- 6ç -f- 8ô = « — /. 

Les expressions de Q^, R„, S^ se déduiraient d'ailleurs instan- 
tanément des relations qui précèdent; il suffirait de remplacer, 
dans toutes celles-ci, V et p par Q et y, ou R et r, ou S et s. 

38. Nous voyons ainsi que P;,, Q», R«, S^ seront connus dès 
que l'on connaîtra l'indice Uy ainsi que les valeurs numériques des 
nombres p, q, r, 5, qui sont, dans chaque espèce, au nombre de 
huit. Or, ces dernières valeurs pourront se calculer directement 
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dès que Ton connaîtra la case de départ; donc notre problème est 
complètement résolu. 

39. Pour en bien faire comprendre la solution, prenons un 
exemple particulier. Supposons que la case de départ soit la se- 
conde de la première rangée et la case d'arrivée la quatrième de 
la 71**"** rangée. Il s'agira de calculer S«. 

Or, dans ce cas particulier^ on voit directement que les huit 
nombres 54,52,^3,^4, s^yS^yStyS^ sont respectivement o, 1,0, — i, 
I, I, o, o. Donc on a 

les quantités V gardant les significations qu'on leur a données [37] 
plus haut. 



VII. — Sur la méthode en analyse comMnatoire. 

40. Les problèmes de l'analyse combinatoire sont de telle na- 
ture, que la résolution s'en réduit presque toujours à la recherche 
du nombre X^,» des groupes que l'on peut former, suivant cer- 
taines lois données, avec m objets pris n k n. La détermination 
de ce nombre dépend évidemment des lois données; d'ordinaire, 
elle présente des difficultés réelles d'autant plus grandes, qu'on 
ne trouve, dans les Livres et Mémoires, pour ainsi dire aucune 
indication sur la manière de les surmonter. 

Évidemment d'ailleurs, ces difficultés sont de deux sortes, les 
unes de raisonnement, les autres de calcul; car la détermination 
du nombre X^,», comme la résolution des problèmes de l'analyse 
ordinaire, comprend deux parties successives : une partie de rai- 
sonnement, analogue à la mise en équations des problèmes d'Al- 
gèbre ; une partie de calcul, analogue à la résolution de ces équa- 
tions. 

41. C'est dans la première partie que se présentent les difficultés 
les plus sérieuses. On s'y propose, non pas, certes, de trouver l'ex- 
pression même de lLm,n en fonction de m, de n et des paramètres 
introduits par les lois dont nous avons parlé : une détermination 
aussi immédiate ne pourrait convenir qu'à des cas tellement simples, 
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que leur extrême simplicité leur enlèverait toute espèce d'intérêt ; 
on s'y propose, disons-nous, de découvrir des relations où entre 
l'inconnue X.m,ny la grande difficulté, c'est d'arriver à de pareilles 
relations. 

Si l'on étudie les procédés, si nombreux et en apparence si 
divers, employés jusqu'à présent dans cette recherche, on voit 
qu'ils consistent tous à comparer les groupes dont on cherche le 
nombre li.m,n soit à des groupes dont les nombres sont connus, 
soit à des groupes dont les nombres sont inconnus. 

Avec quels groupes doit-on comparer les groupes étudiés? De 
quelle manière doit s'effectuer cette comparaison? La réponse à 
cette double question ne peut être donnée pour tous les cas pos- 
sibles. La formuler pour une série de cas déterminés, c'est-à-dire 
pour un ensemble déterminé de problèmes, ce serait donner la 
méthode générale permettant de résoudre tous ces problèmes, ce 
serait faire pour eux ce que nous venons de faire pour ceux qui 
rentrent dans l'énoncé général [1] donné au commencement du 
présent Mémoire. 

Nous pouvons dire seulement, d'une façon assez vague, et en 
nous fondant bien moins sur le raisonnement que sur notre expé- 
rience, que le plus difficile n'est pas d'effectuer la comparaison 
des groupes étudiés avec d'autres groupes, mais de choisir ces 
autres groupes. Nous serions même tenté d'énoncer cette règle 
empirique : toutes les fois que la comparaison des groupes étudiés 
avec les aulres groupes ne s'effectue pas très-facilement, toutes les 
fois, en d'autres termes, qu'elle ne conduit pas, d'une façon presque 
immédiate, à une ou plusieurs équations, c'est que les autres 
groupes sont mal choisis; il faut procéder à un choix nouveau. 

42. Quoi qu'il en soit, les groupes étudiés, comme ceux avec 
lesquels on les compare, n'entrent que par leurs nombres dans les 
relations auxquelles on parvient. Les groupes dont les nombres 
sont connus n'apportent, dans ces relations, que des quantités 
connues, dont il est pour ainsi dire inutile de s'occuper. Les 
groupes dont les nombres sont inconnus y apportent des quantités 
inconnues, et ces quantités inconnues, qu'il est indispensable de 
considérer, se partagent en trois classes parfaitement distinctes : 

D'abord, le nombre X;,,^,, des groupes étudiés; 
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Ensuite, les nombres \mf,nh ^mi',n"7 • • m q^i correspondent à 
(les groupes formés suivant les mêmes lois que les groupes étudiés, 
mais différant de ceux-ci par les valeurs numériques des indices m 
et /i, ou de Tun seulement de ces indices; 

Enfîn, les nombres Y^^^, Ypf^qf, . . ., Z/.^,, Z;^^^, . . ., etc., qui 
correspondent à des groupes différant de ceux qu'on étudie, non 
point par des valeurs numériques d'indices, mais par les lois 
mêmes qui président à leur formation. 

L'inconnue ^m,n entre forcément dans une ou plusieurs des re- 
lations qu'on obtient; les inconnues l^m'^nh ^mff,nffy • • •> jointes à 
X.OT,n> donnent lieu à des lois de récurrence simples ou doubles, 
suivant qu'elles présentent des variations d'un seul ou des deux 
indices; les inconnues ^p,qi^pr,qh •••> Z;.^^, Z^f,*/, ..., etc., peuvent 
presque toujours être regardées comme des inconnues auxiliaires 
qu'il faut éliminer. 

43. Supposons maintenant qu'on ait achevé la partie de rai- 
sonnement, c'est-à-dire qu'on ait réussi à former une ou plusieurs 
équations entre les inconnues. Il faut passer à la partie de calcul, 
qui, comme nous l'avons dit, est de beaucoup la moins difficile 
des deux. 

Les difficultés qu'elle présente ne consistent, en effet, que dans 
des calculs à effectuer, et ceux-ci s'effectuent par les seuls pro- 
cédés de l'Analyse ordinaire, non pas prise dans toute sa généra- 
lité, mais réduite aux trois théories de la résolution des équations, 
des séries récurrentes et de l'élimination. 

Si l'on n'a introduit dans les calculs que la seule inconnue ^m,ny 
auquel cas il a suffi de former une seule équation, on n'a qu'à ré- 
soudre cette équation. 

Si, outre X„i,„, on a considéré encore les inconnues analogues 
^mf,n'j ^mfi,nify • • •> Correspondant à des groupes de même nature 
que les groupes étudiés, l'équation ou les équations reliant ces 
inconnues expriment des lois récurrentes d'où l'on pourra, dans 
la plupart des cas, déduire l'expression de X,»^„. 

Si enfin l'on considère à la foîs l'inconnue ^m,n9 ks inconnues 
analogues ^mf^nfy ^m'f,niff ... et les inconnues non analogues Y^,y, 
^P',qh • • • > Zr,j, Z^j,/, . . . , etc. , il faudra d'abord, par des éliminations 
convenables, séparer les inconnues, c'est-à-dire obtenir des équa- 
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tions ne contenant plus que des quantités X, ou des quantités Y, 
ou des quantités Z, etc.; il faudra ensuite, cette séparation une 
fois effectuée, étudier les lois récurrentes données par les équa- 
tions obtenues. Comme dans le cas précédent, on en pourra géné- 
ralement conclure l'expression même de ^m,rf 

44. A cet avantage de se traiter par les procédés de l'Analyse 
ordinaire, la partie de calcul joint celui, non moins appréciable, 
de se traiter dans tous les cas possibles d'une manière uniforme. 
La partie de raisonnement ne participe point à cette uniformité : 
elle varie toutes les fois que l'on passe d'un genre de problèmes à 
un autre. 

45. En résumé, pour calculer X^,/*, la marche à suivre, tant 
dans le raisonnement que dans le calcul, dépend surtout de ce que 
la comparaison des groupes donnés avec d'autres groupes porte 
sur des groupes dont le nombre est connu, ou sur des groupes 
dont le nombre est inconnu et qui sont de même nature que les 
groupes étudiés, ou enfin sur des groupes dont le nombre est en- 
core inconnu, mais qui diffèrent des groupes étudiés par la loi 
même de formation. 

Le cas où la comparaison embrasse à la fois ces trois sortes de 
groupes comprend évidemment tous les autres. Nous plaçant dans 
cette hypothèse, nous pouvons esquisser de la manière suivante la 
marche à suivre pour arriver à X^,» '» 

1^ Choisir les groupes auxquels on comparera les groupes à 
étudier ; 

2° Comparer les groupes étudiés aux groupes qu'on "vient de 
choisir, pour relier par des équations les nombres qui leur cor- 
respondent; 

3** Séparer les inconnues, de façon à n'avoir plus que des équa- 
tions dans chacune desquelles les inconnues correspondent toutes 
à des groupes d'une même nature; 

4** Résoudre, par la méthode des séries récurrentes, celle de 
ces nouvelles équations qui répond aux groupes étudiés. 

46. Si en regard de cette esquisse un peu vague, dans ses deux 
premières parties surtout, on place la méthode [8] qui fait l'objet 
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du présent Mémoire, on voit que cette dernière comprend aussi 
quatre opérations successives, rentrant tout à fait dans celles que 
nous venons d'indiquer, et il s'ensuit immédiatement que cette 
dernière méthode [8], qui nous permet de résoudre toute une série 
de problèmes, peut être regardée comme un type pour les méthodes 
qui permettraient d'en résoudre d'autres séries. 

On voit par là l'importance extrême de cette méthode [8]; 
mais, niât-on ce rôle de type qu'elle peut, selon nous, remplir, 
elle n'en serait pas moins très -importante, puisqu'elle permet de 
résoudre une infinité de problèmes, et que ces problèmes appar- 
tiennent à l'Analyse combinatoire, c'est-à-dire à une partie des 
Mathématiques où les méthodes générales étaient jusqu'à présent 
fort rares, pour ne pas dire inconnues. 



EXTRAITS DES PROCES-VERBAUX. 



SÉANCE DU 8 NOVEMBRE 1878. 

PRÉSIDENCE DE M. DARBOUX. 

M. le Président rappelle la perte que la Société a faite dans la 
personne de M. Bienaymé ; la Société s'associe aux regrets expri- 
més par son Président. 

Communications : 

M. Darboux : Sur la description mécanique de la courbe géné- 
rale d'un degré quelconque. 

M. Halphen : Sur la réduction de certaines équations diffé- 
rentielles. 



SÉANCE DU 22 NOVEMBRE 1878. 

PRÉSIDENCE DE M. DARBOUX. 

Communications : 

M. Lemonnier : Sur la résolution d*un système de trois équa^ 
tions du second degré à trois inconnues. 
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M. ^ 

M. Jordan : Sur la série de Fourier. 

M. Darboux : Sur l'extension de la théorie des mouvements 
plans aux transformations les plus générales, en particulier 
sur la déformation d'une figure qui demeure semblable à elle- 
même, 

M. Darboux : Sur le quadrilatère circonscrit à un cercle. 

M. Halphen : Sur les polygones de Poncelet, 



SÉANCE DU 13 DÉCEMBRE 1878. 

PRÉSIDENCE DE M. LEHONNIER. 

Communications : 

M. Laguerre : Sur les normales aux coniques. 

M. Halphen présente, de la part de M. D. André, un Mémoire 
intitulé Détermination du nombre des arrangements complets 
oii les éléments consécutifs satisfont à des conditions données. 

M. Halphen : Sur l'absence de points isolés dans les courbes 
unicursales. 



SÉANCE DU 27 DÉCEMBRE 1878. 

PRÉSIDENCE DE M. DARBOUX. 

Communication : 

M. Darboux : Sur les systèmes articulés. 



SÉANCE DU 10 JANVIER 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. DARBOUX. 

Elections : Le Bureau et le Conseil sont renouvelés, comme 
rindique l'état qui est au commencement du Volume. 
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Communication : 

M. LagueiTc : Sur les coniques liomojocales 



SÉANCE DU 24 JANVIER 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. O. BONNET. 

Communication : 

M. Laguerre : Sur les coniques homofocales. 



SÉANCE DU 14 FÉVRIER 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. O. BONNET. 



«Communications 

M.' - ■' '^ 



[. Laguerre : Sur l'intégrale j '■ 

M. Halphen : Sur la formation de V équation différentielle des 
coniques, 

M. Stephanos : Sur une propriété remarquable des nombres 
incommensurables, 

M. Fouret : Sur le mouvement d'un corps qui reste homothé- 
tique à lui-même. 

Présentation d'un nouv^eau Membre : M. E. Picard est présenté 
par MM. Lemonnier et Picquet. 



Supplément à l'état de la Société mathématique de France, 
pour l'année 1879. 



M u j n i • .1 * I M. AOUST*( l'abbé). 

Membres du Conseil non résidente / _. __ . «i/ftv 

I M. CjLAYIlUX. 



M. ANDRE (Désiré). 
M. AOUST'( l'abbé). 
M. CLAYEUX. 
M. WEYR (Emile). 
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Sur quelques propriétés des coniques homofocales ; 
par M. Laguerre. 

(Séances des lo et 24 janvier 1879.) 
I. 

1. Je considère, dans un plan, un système de coniques homo- 
focales; soient Ox et O;^ les axes de ces coniques, F et FMeurs 
foyers réels communs, que je supposerai situés sur Taxe Ox\ les 
deux foyers imaginaires communs 4> et 4>' seront, par suite, situés 
sur Taxe Oj^. Pour abréger, j'appellerai simplement conique du 
système une conique ayant pour foyers les points F, F', 4> et 4>'. 

Étant donné un point quelconque M du plan, deux coniques du 
système se croisent en ce point ; désignons par N et N' les centres 
des deux cercles qui osculent respectivement ces deux coniques 
au point M, et par (x la droite qui joint ces deux points. Cette 
droite est parfaitement déterminée quand on se donne le point M 
et les deux foyers F et F'; je dirai que c'est l'axe du point M. 

2. Réciproquement, étant donnée une droite (x du plan, il existe 
trois points M, M' et M'' pour lesquels cette droite est un axe. 

Si l'on considère la conique du système qui touche la droite [i, 
et que l'on désigne respectivement par a et^ les points où la nor- 
male menée au point de contact rencontre les a^jces Ox et Oy^ les 
trois points M y M' et M'', qui ont pour axe la droite ft, sont situés 
sur le cercle A passant par les points a, (3 et le centre O commun 
aux coniques du système. 

3. On sait que toutes les propriétés des normales et des centres 
de courbure d'une conique sont triples ; les normales à une conique 
demeurent, en effet, normales à la transformée de cette conique 
quand on effectue une transformation homographique qui, aux 
deux ombilics du plan (^ ), fait correspondre deux des foyers indé- 
pendants de cette conique. 

( * ) Je désigne ainsi les points imaginaires situés à l'infini et communs à tous les 
cercles tracés dans le plan. 
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De la proposition précédente, on déduit donc immédiatement 
les théorèmes qui suivent : 

La conique qui, passant par le point j3 et les deuxfojers F etF\ 
a pour asymptotes l'axe Qj et la droite a^ contient les trois 
points M, M' et W. 

La conique qui, passant par le point a et les deux foyers 4> 
et 4>', a pour asymptotes l'axe Ox et la droite ajS contient éga- 
lement les trois points M, M' et M", 

4. Les trois points qui ont pour axe la droite }i sont, comme on 
le voit, les trois points communs aux deux coniques dont je viens 
de parler et au cercle A défini précédemment [2]. 

Mais on peut aussi les déterminer par l'intersection de ce cercle 
et d'une conique avec une conique ajant pour axes les droites Ox 
et Oy. 

Désignons, en effet, par G la conique du système qui touche la 
droite /x et par K la conique dont les sommets coïncident avec les» 
points de rebroussement de la développée de G; nous pourrons 
énoncer la propriété suivante : 

Les points M, M' et M", qui ont pour axe la droite (x, sont 
situés sur la conique K ; le quatrième point de rencontre de cette 
conique et du cercle A est le point O' qui, sur le cercle, est dia- 
métralement opposé au centre O commun aux coniques du sys~ 
tème, 

5. Le point O', diamétralement opposé au point O sur le 
cercle A, est le conjugué harmonique du point O relativement 
aux points M, M' et M^. 

6. Le triangle MM'M'' est circonscrit à la conique G du système 
qui touche la droite [x. 

7. Gonsidérons l'hyperbole équilatère H, qui a pour centre le 
point O et dont l'axe transverse, dirigé suivant O j, a pour lon- 
gueur FF' ; nous pourrons énoncer la proposition suivante : 

Le triangle MM'M'' est autopolaire relativement à l'hyper- 
bole H. 

4. 



Digitized by 



Google 



- 68 — 

8. Soit M'M" un côté quelconque du triangle MM'M"; du 
point O abaissons une perpendiculaire sur ce côté, et désignons 
par Mo le point symétrique, par rapport au point O, du pied de 
cette perpendiculaire. 

Le point Mo est situé sur l'axe [i du point My et la droite MM© 
est perpendiculaire à cet axe. 

0. Etant donnée une conique C du système, on voit que, si la 
droite yi roule sur cette conique, les points correspondants M, 
M' et M" décrivent la conique K, tandis que les côtés du triangle 
MM'M" roulent tangentiellement à C elle-même. 

D'où les propositions suivantes : 

Etant donnée une conique quelconque C du système, désignons 
par K la conique dont les sommets coïncident awec les points de 
rebroussement de la développée de C. 

Cela posé, en appelant O' un point quelconque de K et O le 
centre commun aux courbes du système, si, sur 00' comme dia- 
mètre, on décrit un cercle, ce cercle rencontre les axes en deux 
points; la droite qui joint ces deux points est normale à la co- 
nique C. 

Ce cercle rencontre de nouveau K en trois autres points; chacun 
de ces points a pour axe une même droite tangente à C. 

Les côtés du triangle formé par ces points sont circonscrits à C. 

Ce triangle est autopolaire relativement à V hyperbole équi- 
latère H. 

10. Les coniques C et K, qui figurent dans l'énoncé des propo- 
sitions qui précèdent, ont entre elles des relations qui méritent 
d'être étudiées. 

Entre autres propositions, je rappellerai la suivante, que j'ai 
déjà fait connaître, il y a quelques années, dans les Comptes rendus 
de l'Académie des Sciences ( ^ ) : 

Si d'un point de la conique K on mène des tangentes à la 
développée de la conique C, les quatre points de contact sont 



( * ) Sur la développée de V ellipse ( Comptes rendus de V Académie des Sciences, jan- 
vier i8;5). 
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en ligne droite, et la droite qui joint ces points de contact est 
normale à la courbe C. 



II. 

il. Soit M un point quelconque du plan; par ce point passent 
deux coniques du système. En désignant par N et N' les centres 
des cercles qui osculent ces coniques au point donné, je dirai que 
N et N' correspondent au point M. 

Réciproquement, étant donné un point N du plan , on peut 
chercher combien de points M lui correspondent, c'est-à-dire 
combien existent de cercles ayant le point M pour centre et oscu- 
lateurs d'une conique du système. 

12. Pour résoudre celte question, je m'appuierai sur les consi- 
dérations suivantes. 

Étant donné un point N du plan, si de ce point on mène les 
normales à une conique du système, les tangentes aux points de 
contact touchent une parabole P tangente aux axes de la conique. 
Cette parabole est la même quelle que soit la conique du système 
que l'on considère; elle est l'enveloppe des polaires du point N 
relativement aux diverses coniques qui ont pour foyers les points F 
etF', 

13. Pour le démontrer, je m'appuierai sur cette importante pro- 
position, due à M. Chasles : 

Le lieu des pôles d'une droite relativement aux coniques qui 
Jorment un système liomofocal est une droite qui rencontre la 
droite donnée au point oh elle touche la conique du système qui 
lui est tangente. 

Soient P l'enveloppe des polaires dont je viens de parler (on 
voit immédiatement que c'est une parabole tangente aux axes), 
C une conique du système, et T une tangente commune à C et à P. 
En désignant par M le point où elle touche C, on voit que le lieu 
des pôles de T relativement aux coniques du système est la droite 
menée par M normalement à C ; en vertu du théorème de M. Chasles 
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que je viens de rappeler, cette droite passe par le point N; donc 
NM est normale à la conique C. 

Réciproquement, abaissons du point N une normale à la co- 
nique G, et soit M le pied de cette normale. En désignant par T 
la tangente menée en ce point, on voit que le lieu des pôles de ï 
relativement aux coniques du système est la droite MN. Il y existe 
donc une conique du système pour laquelle le pôle de T se con- 
fond avec le point N; par suite, la droite T est tangente à la para- 
bole P. 

La proposition que j'ai énoncée est donc entièrement établie (*). 

1 4. Le foyer de la parabole P peut se déterminer aisément. On 
peut, en effet, la définir de la façon suivante : 

Si autour du point N on fait tourner une transversale, et que 
par son pôle on mène une perpendiculaire à cette droite, l'émue- 
loppe de ces perpendiculaires est la parabole P (^). 

Pour avoir le foyer de la parabole, il faut chercher les droites 
isotropes tangentes à cette courbe. On les obtiendra si l'on consi- 
dère les .transversales isotropes passant par le point N. En dési- 
gnant par I l'un des ombilics du plan, soit NI l'une de ces trans- 
versales; menons par les foyers F et F^ des parallèles à cette droite. 
Le foyer ç de la parabole se trouve sur la droite isotrope conjuguée 
harmonique de NI relativement aux deux droites dont je viens de 
parler; des conséquences analogues se déduiraient de la considé- 
ration de la transversale isotrope passant par le second ombilic J. 

On peut donc énoncer la propriété suivante : 

Le foyer de la parabole P est le conjugué harmonique du 
point N relativement aux deux foyers F et ¥' communs à toutes 
les courbes du système. 



(^) On démontrerait de même que : 

Si d'un point N de l'espace on mène les normales à une surface du second ordre, 
les pieds des normales sont les points de contact des plans qui touchent la surface et 
sont osculateurs de la cubique gauche enveloppée par les plans polaires de N, relatif- 
ventent aux diverses surfaces du second ordre qui ont les mêmes focales que la surface 
donnée» 

(') Ghasles, Traité des sections coniques f p. t45. 
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J'ajouterai que : 

La directrice de cette parabole est la droite ON qui joint le 
point N au centre commun des coniques du système, 

15. Du théorème précédent résultent immédiatement les consé- 
quences suivantes : 

Si l'on imagine, dans le plan des deux axes Ox et Ojr, deux 

droites quelconques D et D', le foyer de la parabole qui touche 

ces quatre droites a pour conjugué harmonique, relativement aux 

foyers F etY\ le point de rencontre des normales menées aux 

deux courbes du système qui touchent D et D'. 

Et, si l'on suppose que les droites D et D' viennent se con- 
fondre : 

m en un point M d'une conique on mène la tangente, et si 
l'on imagine la parabole qui touche cette tangente au point M 
et en outre est tangente aux axes de la conique, le conjugué 
harmonique du foyer de cette parabole, relatii^ement aux deux 
foyers de la courbe, est le centre du cercle qui oscule cette courbe 
au point M. 

16. Gela posé, pour trouver les points M correspondant à un 
point donné M, construisons le point Mo, conjugué harmonique 
de M relativement aux deux foyers F et F', et imaginons la para- 
bole P, qui a pour foyer le point Mo et pour directrice la droite OM. 

Il est clair, par ce qui précède, que : 

Les points N correspondant au point M sont les pieds des nor- 
males abaissées de ce dernier point sur la parabole P. 

Ces points sont donc au nombre de trois, et, si l'on désigne par I 
le milieu du segment Mo M, ils s'obtiendront en cherchant l'inter- 
section de P avec le cercle décrit sur M© I comme diamètre. 

17. Le triangle formé par ces trois points jouit de diverses pro- 
priétés intéressantes, parmi lesquelles je me bornerai à mentionner 
la suivante : 

Le triangle formé par les trois points correspondant à un 
point donné du plan est circonscrit à une conique du système. 
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Je me réserve de revenir sur ce sujet et, d'étendre aux surfaces 
homofocales du. second ordre les résultats contenus dans cette 
Note. 



\ par M. Laguerre. 

(Séances des i4 et 38 février 1879.) 

I. 

i. L'intégration par parties donne, en posant 

I 1 I."2 _,I.'2.3...(/l — 1) 



X .r» • .r» " ' 



Y[x\ = ^4._^_...± 

V j. ^,.1 ^A 

la relation suivante : 






dx 



La série que l'on obtient en faisant croître indéfiniment n dans le 
polynôme F(j:) est nécessairement divergente pour toute valeur 
dex, quelque grande qu'on la suppose. Néanmoins, pour de grandes 
valeurs de la variable, elle peut, en ne tenant compte que des pre- 
miers termes, fournir une valeur très-approchée de l'intégrale con- 
sidérée (*). 

Je me propose, dans la Note qui suit, d'obtenir le développe- 
ment en fractions continues du polynôme F(x). 

2. En posant, pour abréger, N = rhi.2.3...«, on a 

(*) Relativement à ces séries demi-converjrentes, Doir la Note de M. Hermite Sur 

— dzy insérée dans les Actes de l'Académie rojale de Turin 

(17 novembre 1878). 
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d'où 

(a) F(x) = F(.r)-I_ ^ 



./t-hl 



Soit y-^ une réduite du polynôme F(a') dont le dénominateur 
soit d'un degré m ^ - • On a 



' 1 



d'où 






OU encore, en vertu de la relation (2), et en remarquant que 2m 
est au plus égal à n^ 

y-(.r)/(x)~/-(.r)y(x1 _ ?W _ ^ , /_J_\ 

ou encore 

(3) x[?'(x)/(x) _/'(x) f (x) - y(x)/(x)] +/»(*) = A, 

A désignant une quantité constante. 

3. Formons maintenant Féquation linéaire du second ordre 
Mj'^ — Nr'-f- P^ = o, qui a pour solutions 

.r,=/(x) et ^, = f(x)*--/(x) ril^; 
on a, en vertu d'une formule bien connue, 

Or un calcul facile donne, en tenant compte de la relation (3), 

a=: ; 



(*) Je désigne généraicmenti et en faisant abstraction des valeurs des coefficients, 
par I — j une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de x et commen- 

I 
çant par un terme en — • 
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on a donc 



£=-(-^i)' 



d'où il suit que le polynôme /"(x) satisfait à Téquation dififéren- 
tielle du second ordre 

(4) ^f -^- [^ -^ >)y — '»j = o, 

dont une seconde solution est 

«=:,(x)«--/{x)jr"f:^ 

Le développement en série donne aisément 



dx 

X 



f[x) = x*» 4- m'x'"-* -f- 



I.t2 



H i ^ ^jr'"-»-+-. ..4-1. -2. 3... m. 

I .2.3 

4*. En dérivant m fois de suite Téquation (4)? î^ vient 
xr< '"-*■*) -h (x -h /w 4- i) jC»-»-*^ = o, 

d'où, en désignant par B une quantité constante, 
et, par suite, 



•^= ,.2.3. - > ^^^^^^ï ^'' 






c'est une solution particulière de l'équation (4), et, comme elle 
ne renferme pas de termes entiers en x, sa valeur est précisément 
la fonction que j'ai désignée précédemment par m. 

On a donc, en modifiant un peu les notations déjà employées 
et en mettant en évidence le degré du polynôme y (x), 

en y faisant o: = o, on en déduit 
B 



.2.3. . . 



— //n(o) = — i.2.3...m = — m!, 
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et la formule précédente devient 



8. En dérivant l'équation précédente, on a 
u'-=:mlmi ^ .„ / = f ^— :r ï ^ dz 



mlm r'^e 



■=( 



^ -_ ;r ) '»- * ^^ _ mu,n—m*u„,_^ 



en combinant cette valeur de u„ avec l'équation (4) à laquelle sa- 
tisfait Um^ on obtient la relation 

(6) «;„+! = (X -t- 2//I -+- !)«;„— /W» tt^_l, 

d'où l'on déduit les deux suivantes : 

(7) /m-»-i(-2^) = (-^-^2m-hi)/„(x) ^m*/,n-t{jc) 
et 

(8) ?//,-Hi(*) = (x -+■ 2/71 4-1) y;„(r) — m» y;„_i(.r). 

6. Ayant, comme il est facile de le voir, 

et iii = ff-^— (.r-h 1) I , 



X 



on déduit de la formule (6) le développement suivant 
e-^rfx ^ I 



X -h I ■ 



XH- 3 



I 

.r-4- 5 4 



4 I 

jr -f- 7 9 



I 

.r -I- 9 16 



16 
dont la loi est évidente. 
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Les diverses réduites de cette expression sont 

I .r -J- 3 .r ' -h 8 .r 



l'expression générale de la m*®"® réduite étant e~^ —^ — | -, les for- 

mules (7) et (8) permettent d'ailleurs de calculer successivement 
les valeurs des polynômes ^/«(•a^) etyi„(x). 

7. Gomme la fraction continue précédente provient d'une série 
divergente, il est nécessaire de prouver qu'elle est convergente et 

• A cet effet, je remarque que de l'équa- 
tion (5) on déduit 









De là résulte immédiatement que les diverses réduites dont l'ex- 
pression générale est ^""^V-) — ( vont toujours en croissant en res- 
tant inférieures à la valeur de l'intégrale cherchée. Pour démontrer 
qu'elles ont cette intégrale pour limite, il suffit de faire voir que 

1 T • j rn\ r^e'-iz — xY'dz ,, , . • j. 

la limite de -7—1 — \ f — T^TiT^ ®^^ nulle quand m croit mde- 

finiment. 

Je ferai observer d'abord que le facteur ,. ' tend vers zéro ; 
puis, en désignant par A une quantité très-grande et arbitraire- 
ment choisie, je mettrai l'intégrale 1 — -^^ sous la forme 

suivante : 

Jr^e--[z — .T.Y'dz r'"e-'-[z^xY'(h 

Relativement à la première intégrale, comme dans l'intervalle 
considéré '- est toujours plus petit que i — -9 cette intégrale 

I — - j 1 -\ donc, quelque grand que 
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soit A, elle tend vers zéro quand m augmente indéfiniment. La 
seconde intégrale est évidemment plus petite que / C'dz^ c'est- 

à-dire que e~^; donc, pour une valeur suffisamment grande de A, 
elle est aussi petite que Ton veut. Ainsi, la fraction continue, 
quoique provenant d'une série essentiellement divergente, est elle- 

convergente et a pour limite / • 



même 



8. Gomme application, faisons a: = i; les réduites suivantes : 

4 20 124 9*^0 794^ 

']e 34^ 209e 1546e 13327 c 

; en les ré- 
duisant en décimales, on obtient les expressions suivantes : 
0,21; Oy2i6; 0,218; 0,2189; 0,2192. 

La véritable valeur est 0,2193839. 

En faisant a: = 4? ^^ deuxième réduite donne pour valeur appro- 

' la valeur -rj—^^ ou, en décimales, 

4 ^ *^4^ 

0,00377, dont les trois premiers chiffres significatifs sont exacts. 

9. Dans sa Mécanique céleste (t. IV, Livre X), Laplace a donné 
le développement en fraction continue de l'intégrale I C^^dx. 

Sa démonstration, reposant sur l'emploi d'une série divergente, 
est, comme l'a fait remarquer Jacobi, entièrement inadmissible; 
ses résultats sont néanmoins exacts et ont été démontrés direc- 
tement par l'illustre géomètre ( * ) allemand. 

La méthode que j'ai développée ci-dessus, relativement à l'inté- 

' -y s'applique entièrement à l'intégrale considérée 

.V 

{*) De fractione continua, in quam intégrale 1 e-'^^dx cvolvere licet {Journal de 
Crelle, t. 12, p. 346). 
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par Laplace, et elle montre d'une façon très-nette comment, tout 
en partant d'une série divergente, on peut néanmoins arriver à 
une fraction continue donnant la valeur de la fonction qu'il s'agis- 
sait de développer. 

IL 

i . J'ai montré que les diverses réduites ^^; '{ de la série semi- 
convergente 

pr^\_' I 1.2 1.1.3 , 1.2.34 . 

^ ' a: x* or .r* or 



avaient pour limite la transcendante e^ ï — 

On a d'ailleurs, en représentant par n(;2) le produit i.i...{ri — i)/i, 

et 

(3) A^l W = (.r -4- 2/1 -f- l)/n{^) - «V«-l(^). 

La série F (a:) peut se mettre sous la forme suivante : 

/ e^dz--^- I e^zdz-i-'^ 1 e^z*dz-^-...-\ 1 e^z'^dz-*-.... 

Des principes posés par M. Heine, il résulte immédiatement 
que, ^{x) désignant un polynôme quelconque d'un degré inférieur 
à 71, on a 

(4) J ^AH+(x)^Xz=:0, 

d'où l'on conclut, puisque e^ est toujours positif, que l'équation 

/„(x)=o 

a toutes ses racines réelles et inégales; elles sont d'ailleurs évi- 
demment négatives. 

2. En particulier, on déduit de l'équation (4) la relation sui- 
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vante, où n et n' désignent deux nombres entiers différents : 

(5) f e-f,[x]Mx]dœ = o. 

Pour évaluer / e^f^[x)dxy je remarque que, en intégrant par 
parties, on a 

l'intégrale qui figure dans le second membre de cette identité 
est nulle, en vertu de la relation (4); on déduit donc de la rela- 
tion (i) 

(6) J' e-f^[a:)dx =11* [n). 

Des formules précédentes résulte, comme on sait, le développe- 
ment d'une fonction quelconque ^[x) au moyen des polynômes 

Si l'on pose, en effet, 

♦ (x) = A, + Ai/,(j:) + A,/.(j:) +. . . -f- A„A(x) -h. . ., 



on a 



f c**(x)/„(x)rf.r 



n'(«) 
3. Soit, comme application, 

On aura 



, vf I n n[n—\) I 1 „/ X ^'* 
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d'où le développement suivant : 



OU encore, en posant t = ^^ 

ST 

(7) ^ =• + »/.(-) + ^/.W+--- + S|^/»(-)+---. 

développement qui subsiste évidemment pour toute valeur de z 
dont le module est plus petit que l'unité. 

Les diverses propriétés des polynômes yi,(x) se déduiraient du 
reste très-facilement de Féquation précédente en employant les 
méthodes données parLegendre relativement aux fonctions X„. 

On a, par exemple, l'identité 

^Zà l\[n) Zà n(m) — |i-2)(i-r) "~ (i — «)(i-«)' 
d'où, en intégrant, 

J_, '^ n(«) «^ n(m) !-»« 

et de là résultent immédiatement les formules (5) et (6). 

4. De la formule 
on déduit, en dérivant m fois par rapport à î, 



d'où 



£«^x'»A(^)^x = n,.[D'"^^]^^^, 
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et, en supposant w^/i, 



/: 



e-xV„Wrfx = (-,)"-jJ^f^^, 



d'où le développement suivant : 

:."'= {-l)'"n{m) [/,(:r) - «,/.(.r) + '^_^/,(*) 

m(w— i)(m — 9.) ^,_, -| 
TiT^iTSi /aW — -J- 

Cette formule, on le voit, se déduit de la formule (i) (où d'ail- 
leurs se trouve le nombre entier n au lieu du nombre m) en chan- 
gedinlfn{x) en ( — x)« et x" en ( — i)^ fn{x). 

De là résulte que, si une fonction quelconque 4>(a:), ordonnée 
suivant les puissances croissantes de x, s'exprime au moyen des 
polynômesyj,(x) par la formule symbolique suivante : 

*(x) = 9(/), 

OÙ, dans le second membre, la puissance /i»*"** de y doit être rem- 
placée paryji, on a aussi symboliquement 



Sur une propriété remarquable des nombres incommensurables; 
par M. Stéphanos. 

(Séance du i4 février 1879.) 

1 . Nous allons faire connaître un mode de développement des 
nombres en série dont on peut tirer une propriété caractéristique 
des nombres incommensurables. 

2. Pour évaluer un nombre quelconque, on peut employer un 
système de numération complexe qui se présente très-naturelle- 
ment et qui admet pour unités successives 

^ ' I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

VII. 6 
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3. Suivant ce système de numération, tout nombre A sera re- 
présenté par une expression de la forme 



N A = 



I i.^ 1.2.3 i.u.3.4 



OÙ ^1,^2, «3, «4, ... seront des entiers non négatifs déterminés 
par les conditions 

(3) A- ^ - iîî- -. . . fL-. < — L_. (,• = ,. 2, 3, 4, . . .). 

4. Il est évident que tout nombre A ne peut être représenté de 
cette façon que d'une seule manière. 

On aperçoit de plus, aisément, que : 

L'expression (2), ifui représente, d'après le système de numé- 
ration (i), un nombre quelconque A^ a un nombre limité ou 
illimité de termes, suivant que le nombre A est commensurable 
ou non, 

5. Les nombres entiers a/, qui figurent dans l'expression (2) du 
nombre A, satisfont, en vertu des inégalités (3), aux conditions 

(4) ^i<i (/• = 2,3,4, ...). 

Étant donnée maintenant une expression indéfiniment prolongée 



1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

satisfaisant aux conditions (4)? on peut se demander si le nombre A 
qu'elle représente est incommensurable ou non, question qui re- 
vient à savoir si les nombres ai satisfont ou non aux conditions (3) 
ou bien aux suivantes : 

(6) Î__^>^L_.+ «'- 



I . 2 ...(/— I ) 1 . 2 ... I I . 2 . . . ( / -f- 1 ) 

6, Avant de répondre à cette question, on peut remarquer que 
le nombre représenté par l'expression particulière 



1.2. . ,k 1 .2. , .(X --}- i) 



(*>i). 
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étant le plus gi'and nombre représentable par une expression de 
la forme 

OÙ a/<^i, est précisément égal à 



7. Gela étant, on peut conclure que : 

Une expression indéfiniment prolongée de la forme 



^j 



I 1.2 I .2.3 I .2.3.4 ' 

ou ai <^ I , représente un nombre commensurable ou non, suiv^ant 
que les nombres ai sont, à partir d'un certain rang A, égaux 
toujours ai — i ou ne le sont pas. 



Sur l'équation différentielle des coniques; par M. Halphen. 
(Séance du i3 février 1879.) 

Dans une Note insérée au Tome IV de ce Bulletin, j'ai indiqué 
un moyen de former immédiatement l'équation différentielle du 
cinquième ordre des coniques dans le plan. Je m'y fondais sur 
cette propriété, facile à reconnaître a priori, que l'équation ne 
doit contenir ni la variable indépendante , ni la fonction, ni sa dé- 
rivée première. Voici maintenant un nouveau procédé pour par- 
venir très-rapidement aussi à cette même équation. Soit 



yzzzax-^-b-k- sfK'ti^ -h 2B x -h C 
l'équation d'une conique. Par deux dérivations, on obtient 

r"=(AC-B«)(A^«-f-2Ba? + C)"K • 

2 
On en peut conclure qae j", élevé à la puissance — «> est un 

polynôme du second degré arbitraire. Par suite, l'équation cher- 
chée est la suivante : 

6. 



Digitized by 



Google 



- 84 - • 
ou, développée, 

( i ) 9^ ""/^ - 45r W^ -^ 40^*" = o. 

Remarquons, en passant, que l'équation \j" ' j = o serait Téqua- 
tion différentielle des paraboles. 

L'intégration de l'équation (i) n'est pas sans intérêt; on y trouve 
l'application de plusieurs procédés d'abaissement classiques. Si 
Ton prend j" pour variable et j^" pour fonction, on obtient la 
transformée 

y'=?, jr==fl, 9Ç'('î*î" + '3")-45ïW-^4o>3'=o. 

Cette dernière est homogène en ^, tî; elle l'est aussi en rty »', yi". 
On a donc deux procédés pour l'abaisser au premier ordre. Pre- 
nons, par exemple, celui qui découle de la deuxième homogénéité. 
Il consiste à prendre une nouvelle fonction u en posant y}= ei''**'^ 
La transformée est alors 

9?»(a'+ 2tt«) — 45ç«^-4o = o• 
Gette dernière est une de celles qui s'intègrent au moyen d'une 
intégrale particulière. Or il existe manifestement deux intégrales 
de la forme m = A^"*, et l'on trouve effectivement, par substi- 
tution, 

9 A' — 27 A -f- tîo = o, 

5 4 
équation dont les racines sont ^ et^« En achevant l'intégration, 

on obtient 

Par une quadrature, on a ensuite 

dx 

Séparant les variables et effectuant la nouvelle quadrature, on 
parvient à cette nouvelle équation, en modifiant la constante c', 



ô(.rH-«)«:rr i±^ 
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ou 

_l 

On retrouve ainsi la seconde des équations ci-dessus^ exprimant 

3 

que j^'^ est la puissance d'un polynôme du second degré arbi- 
traire. Deux quadratures ramènent ensuite Téquation finie qui a 
servi de point de départ. 



Note sur la Géométrie des quinconces ; par M. Làquièhe. 
(Séance du 38 mars 1879.) 

Le Bulletin de 1878 contient divers articles fort intéressants de 
MM. Lucas, Laisant et de Polignac sur cette Géométrie, qui n'est 
autre, à proprement parler, que la peinture graphique de la théorie 
des nombres, à laquelle elle semble appelée à rendre les mêmes ser- 
vices que la Géométrie pure, ou le raisonnement sur les figures, 
rend à F Algèbre ordinaire. 

Cette Note, sans rien apprendre de nouveau sur la question, a 
pour objet de relier entre eux les travaux précités, en montrant 
que les résultats obtenus découlent d'une sorte de principe unique, 
qui, simplifiant les démonstrations, en rend à peu près le tout 
évident. En dégageant la démonstration des élégantes vérités dues 
à nos savants confrères de tout élément emprunté au calcul, quelle 
qu'en soit d'ailleurs la simplicité, nous croyons la mettre mieux 
en harmonie avec le sujet, qui n'est autre, nous le répétons, qu'une 
question particulière de la Géométrie pure (ou loi des formes 
concrètes et visibles), la branche représentative de la théorie des 
nombres, question particulière correspondante dans la théorie des 
grandeurs abstraites ou numériques. 

En prenant comme unité de longueur le côté a d'une case dans 
l'échiquier indéfini, et la direction des deux côtés d'une case dé- 
terminée comme axes coordonnés, les sommets des diverses cases 
seront tous les points à coordonnées entières. Par suite, les couples 
de solutions entières de l'équation indéterminée y (a:,j)^) = o seront 
les coordonnées des points de rencontre de la courbe y = o avec 
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les sommets de l'échiquier (ou des quinconces). Il est tout d'abord 
évident que les inclinaisons sur les axes de toute droite inscrite 
dans l'échiquier (c'est-à-dire joignant deux sommets de quin- 
conces) seront commensurables, et, réciproquement, que toute in- 
clinaison commensurable sera parallèle à une droite inscriptible 
dans les quinconces. Il en est de même, ainsi que l'ont démontré 
les articles précités, et qu'il va être appliqué d'ailleurs ci-après, 
de l'inclinaison de deux telles droites l'une sur l'autre. On peut 
d'ailleurs substituer aux sommets de cases leurs centres, ou encore 
considérer à la fois centres et sommets comme les points ou som- 
mets d'un même s^^stème de quinconces, en diminuant de moitié 
l'unité de longueur. 

Observons en premier lieu que toute droite à inclinaison com- 
mensurable sur les axes coordonnés, partant d'un sommet de 
quinconce, passe par une série de sommets ayant pour coordon- 
nées, par rapport au premier pris pour origine, les équimulliples 
du numérateur et du dénominateur de la fraction irréductible ex- 
primant l'inclinaison. 

Complétons cette observation en remarquant que, une droite 
étant inscrite dans les quinconces, si on la prolonge de segments 
égaux à elle-même, tous les segments successifs seront également 
inscrits dans les quinconces; qu'enfin une droite de même lon- 
gueur que la droite inscrite, et qui lui sera menée normalement 
par un des sommets, sera également inscrite dans les quinconces, 
puisque ses projections sur les axes, étant simplement permutées 
de longueur, aboutissent également à des sommets de quinconces. 
Il en résultera que les quinconces nouveaux construits sur un côté 
inscrit dans les premiers quinconces ont tous leurs sommets en 
des sommets du premier système. 

Toute droite à inclinaison commensurable sur une droite in- 
scrite dans le premier système de quinconces passe elle-même par 
une série de sommets des quinconces construits sur celle-ci, et par 
suite de sommets des quinconces du système primitif. 

Soit un système A de quinconces dont la base a, dirigée suivant 
la droite A, est prise pour unité de longueur. Une droite B, d'in- 
clinaison commensurable irréductible ~ > est l'aliernement de som- 

n ^ 

mets distants entre eux de i = a\Jm^-{-n^, Le système B de 
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quinconces construits sur la base i, en grandeur et position^ a 
tous ses sommets faisant partie des sommets du système A, les 
surfaces des cases ou quinconces étant a^ et a^^m^-j-n^) dans les 
deux systèmes. De même, si Ton considère une troisième droite C, 

d'inclinaison commensurable irréductible — sur B, une longueur 

c = b^p^-j-q'^ dirigée suivant c, ayant un sommet commun avec 
a et bf sera la base d'un système de quinconces de surface 

dont les sommets font partie de ceux du système B, et par suite 
de ceux du système A. Par conséquent, la droite G a sur la droite A 
une incUnaison commensurable, et Ton retrouve par le raisonne- 
ment géométrique cette base de la théorie des quinconces que : Si 
deux angles ont leurs tangentes commensurables , il en est de 
même de l'angle égal à leur somme ou à leur différence. La 
valeur de l'inclinaison du second côté du deuxième angle sur le 
premier du premier angle s'obtient du reste, sans intermédiaire, 
par l'évaluation des projections sur les deux axes des quinconces 

du premier système a, de la droite d'inclinaison - sur le côté b du 

second système de quinconces incliné de — sur le- côté a. 

D'après la construction ci-dessus expliquée, le côté &, inscrit 
dans les quinconces a^ c'est-à-dire ayant ses deux extrémités en 
deux sommets de ces quinconces, le plus court possible, s'obtiendra 
si m et 72 sont premiers entre eux, comme hypoténuse du triangle 
rectangle des coordonnées égales à na et ma. De même le côté c, 
inscrit dans les quinconces ft, aura qb et pb pour projections sur 
la droite B et sa perpendiculaire. On a donc pour projections, 
sur les axes des quinconces primitifs û, les valeurs 

qna — pmUy 
qma H- pna, 

qm -t- pn 



Inclinaison (c, a) = 



qn — pm 



Nous dirons que les systèmes de quinconces b et c (c'est-à-dire 
construits sur les côtés i et c en grandeur et position) sont dérivés 
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successifs du système a, et le système c est dérivé du système h^ 
Les diverses propriétés mises en lumière dans les articles que 
nous avons cités au début de cette Note deviennent désormais 
évidentes : 

I® Le carré d'une droite quelconque inscrite dans l'échiquier 
est conimensurable, puisque chacune des projections de la droite 
est elle-même commensurable^ par suite également leurs carrés et 
la somme de ces derniers. 

2*^ Le produit d'une somme de deux carrés par une somme 
de df^ux autres carrés est toujours une somme exacte de deux 
carrés : 

(m* -f- /ï« ) (/?» -f- g») = s^ 4- f*. 

On peut toujours supposer m et n d'une part, p tl q àe l'autre, 
premiers entre eux, en faisant au préalable disparaître de l'équa- 
tion les carrés des diviseurs communs qui affecteraient également 
comme coefBcients les deux membres. Cela posé, b =:.a^m'^'-t-n^ 
est inscrit dans l'échiquier de base a; de même, c= b y]p^ -+- q^ 
est inscrit dans l'échiquier b dérivé de a. Par conséquent. 



est inscrit dans l'échiquier a, et ses projections s' et t' sur les axes 
de celui-ci sont des multiples entiers as et at de la base rt, ce qui 
démontre le théorème. 

Nous terminerons en montrant que la considération pure de 
l'échiquier permet d'arriver aux conclusions de M. de Polignac 
sur les solutions entières de l'équation indéterminée ax-^by =iC^ 
sans l'emploi de la mosaïque à dalles rectangulaires, qui complique 
la question plutôt qu'il ne la simplifie. Faisons auparavant quel- 
ques remarques, évidentes d'ailleurs sur simple énoncé, qui com- 
pléteront les éléments de la Géométrie de l'échiquier dans l'ordre 
d'idées que nous avons adopté. 

Toute droite inscrite dans les quinconces est, au point de vue 
de sa direction seule (abstraction faite de sa longueur), inscriptible 
dans tout système de quinconces dérivé du premier. 

Deux droites inscrites dans un système de quinconces ont entre 
elles une inclinaison commensurable, l'une d'elles pouvant être 
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prise comme base d'an système dérivé du premier dans lequel la 
seconde serait inscriptible. En effet, de même que les sommets de 
tous les systèmes de quinconces dérivés successifs d'un système 
primitif font partie des sommets de ce dernier, de même, si pour 
un instant, laissant de côté la dimension des côtés, on ne se préoc- 
cupe que de leur direction, on pourra dire que le système primitif 
fait également partie d'un quelconque de ceux qui en sont dérivés ; 
un renversement d'échelles entre les bases des deux systèmes 
permettrait, en effet, de déduire la construction du système pri- 
mitif du système dérivé supposé construit, en montrant que sur 
l'alignement de ses sommets sur le côté issu d'un sommet commun 
se trouve une série de sommets des quinconces primitifs consi- 
dérés. 

Deux côtés inscrits dans un système de quinconces peuvent 
donc, au point de vue de leurs directions, être considérés comme 
Inscriptibles dans un système quelconque de quinconces dérivés 
du premier, et en particulier de celui qui a l'un des deux côtés 
pour base. 

Si l'on mène par l'un des sommets de quinconces une droite 

quelconque à inclinaison commensurable irréductible — sur la 

base a, une longueur a\jm^-\-n^ de cette oblique sera la base 
d'un système dérivé de quinconces dont tous les sommets feront 

partie du système primitif, mais avec un groupement — ^ j fois 

moins serré. 

De même que le second système dérive du premier en multi- 
pliant l'unité de surface par (m^-h n^) et variant l'orientation de 

— » de même le système primitif peut être considéré comme déri- 
vant du second parla variation d'orientation, et la réduction 

• n 

de l'unité de longueur, base, dans le rapport de * 

y w* -+- /i* 

De l'équation indéterminée ax ■+• h y r=. c. 

Résoudre graphiquement l'équation ax -+- bjrz= c en nombres 
entiers revient uniquement à chercher les sommets des quinconces 



Digitized by 



Google 



- 90 - 
à base unité situés sur la droite représentée en coordonnées carté- 
siennes par l'équation ci-dessus, deux côtés de quinconces étant 
pris pour axes» 

Il n'y a donc qu'à construire la droite par ses coordonnées à 

l'origine - et - et à rechercher sur la droite ainsi posée les som- 
mets de cases de l'échiquier indéfini, à côtés pris pour unité, qui 
s'y trouvent. 

Et d'abord, si a = Da', b = Di', D étant le plus grand commun 
diviseur de a et i, les projections de la longueur inscrite de 
cette droite, ou distance de deux sommets consécutifs solutions, 
sont b' sur l'axe des X et a' sur l'axe des Y, l'inclinaison sur 

l'axe des X étant - z= —• 
b 

Si donc x% Ql j\ représentent un couple de valeurs correspon- 
dantes de X et de jy solutions entières, la série des couples de 
valeurs solutions sera évidemment, en montant pour j^, 

ru X\ -+- «'» X\ -+- 2«'t Xi ■+- 3û', ...» ri -+- ^^'^ 

jTj, x^ — è', OTj — ib\ x^ — 3^', ..., x^ — nb y 

et de même, en descendant pour j^ 

Xi — «'» Ji — 2a', , . . , Ji — na\ 
j?i-f-6', Xi-hih'y ..., Xi-\- nb\ 

Le tout est ramené à trouver un couple de solutions, par exemple, 
comme M. de Polignac, la plus petite valeur entière de j^, qui sera, 
je suppose, ji , la valeur de x^ étant du reste positive ou négative 
suivant les valeurs relatives des coefficients de l'équation. 

La construction géométrique de la droite d'appui des sommets 
solutions nous donnera, sans observations préalables, la règle 
trouvée par M. de Polignac. 

Les segments sous-tendus sur l'axe des X et celui des Y par la 
droite ax -h bj = c sont 

0A.= - et OBr=T' 
a b 

Soient S et T les sommets de quinconces successifs sur Taxe 
des X entre lesquels tombe le point A; la longueur SA sera la 



Digitized by 



Google 



- 91 - 

fraction qui complète la valeur de - en l'ajoutant au plus grand 

entier OS qu'elle contienne. C'est ce que nous appellerons^ avec 

M. de Polignac, R ( - 1 > le reste de la division de c par a. 

Soient I l'un quelconque des sommets solutions et H la pro« 
jection de I sur OA. La similitude des triangles IHA et BOA 

donne 

b b 

a a 

en désignant par ^ le nombre entier valeur dej^ correspondante. 
Il en résulte que 

d'où la règle générale suivante : 

Diviser par a les multiples successifs entiers de b. Ceux qui 
donneront un reste égal à celui de la division de c par a auront 
pour coefficient de multiplicité /3 les valeurs entières de y solu- 
tions de V équation. Les valeurs a correspondantes de x s'en dé- 
duiront sans peine. 

Soit ji Xi le couple des valeurs correspondant à la plus petite 
valeur positive j^< de j^; le nombre des solutions positives sera, 
d'après ce qui a été dit plus haut, égal à (« -H i) si Ton désigne 
par n le plus grand entier satisfaisant à l'inégalité 

X, — nb' > o ou bien ^'^tt' 

Le nombre des solutions entières est alors d'une unité supérieur 
au plus grand entier contenu dans le quotient de Xi par b\ ou, 
en employant la notation de M. de Polignac, 

Celte expression revient à celle donnée par lui; en effet, 

c 

.**! C — b}\ c — by^ ô ' * 

1/ "^ ab' "^ a'b "^ ^^^~'' 



a 
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d'où 




expression que Ton trouve également à la simple inspection de la 
figure ci-dessus, le nombre des solutions étant d'une unité supé- 



rieur au plus grand nombre de fois que Ton 



sans dépasser OB, soit le plus grand entier 1 -j 
puisque les valeurs successives de j^ croissent de a'. 



jeut ajouter a* k y 
contenu dans OB, 



Sur le développement d'une fonction intermédiaire; 
par M. Halpheiî. 

(Séance du 28 mars 1879.) 

On sait que la fonction Alj de M. Weierstrass se développe, 
suivant les puissances croissantes de Fargument, en une série dont 
les coefficients sont des polynômes entiers par rapport au carré du 
module. Ces polynômes se calculent successivement au moyen d'une 
formule récurrente qui en contient trois consécutifs. Je me pro- 
pose de montrer que des polynômes analogues, se calculant de la 
même manière, et qui sont les coefficients d'une fonction très-peu 
différente, sont susceptibles de recevoir une forme notablement 
plus simple. 

La fonction que je considère ici est la suivante : 



(i) B(3, A)=Al,{z, A)<?« 

Envisageons d'abord la fonction 

¥[z, /•) = -B(3, k 
Des deux formules connues 



\l-+-A«)z» 



M,[z,k)z^jk\Akz, i\r:::_/e '^''' A\,[iz, r) 
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on conclut, pour la fonction F, ces nouvelles formules 

(a) F(»,k) = ¥[kz,l^==F[iz,A'). 

La fonction F, qui est paire, se développera ainsi : 

F(z, k) = I -h/,z« -4-/,^* + . . . +/„z» 



T.«». 



et les coefficients J*, fonctions entières de A:*, jouiront, en vertu 
de (2), de la propriété 

(3) /„(*.) = *.»/«(;^) = (-•)-/.(«-*')• 

Envisageons maintenant les deux polynômes p e\,q suivants : 

qui donnent lieu aux égalités 

j ?(*•) = **<7(;f,)=-<7(«-*')- 

De ces deux égalités on tire d'abord aisément cette conclusion 
connue, que toute fonction rationnelle de k^ qui reste inaltérée 
quand on y remplace k^ par son inverse ou son complément à 
l'unité est simplement une fonction rationnelle du quotient p^\q^* 
Soient maintenant a, ^ deux nombres entiers satisfaisant à la con- 
dition 2a-l-3P-t-/i=o, et envisageons la quantité <p„ = ^*^P/)i. 
Comme ^ est de même parité que /z, il résulte des équations (3) 
et (5) que <fn reste inaltérée par les deux substitutions ci-dessus. 
Donc <fn est une fonction rationnelle de p^ Iq^. Doncyij, qui est 
une fonction entière de A^, est une fonction entière des deux 
quantités /?, q ; on peut même ajouter que fn est un polynôme 
entier des deux quantités p, y, homogène et du degré n quand 
on eni^isage p comme du second degré et q comme du troisième. 
Cette conclusion s'applique aux coefficients du développement 
de la fonction B, qui sont les mêmes, et l'on peut dire que la 

Jonction B[z,k) est homogène et de degré — -» quand on envi- 
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sage z comme de degré ^ p comme du second degré et y 

comme du troisième. 

Je représenterai le développement de B par 

^ ' ^ ' 1.2.3.4.5 1.2.. .(2/1 -H i) 

D'après ce qui vient d'être dit, bn contient seulement les termes 
p*if^ correspondant aux solutions entières et positives de 

2aH- 3p = «. 

En conséquence, b^ est nul; c'est pourquoi je n'ai pas écrit de 
terme en z^ dans (6). Ainsi l'on voit immédiatement que ia, is, 
64, is seront, à des facteurs numériques près, p, y, p^^pq. D'une 
manière générale : 

Si n n est pas div^isible par 3, b^ contient le facteur p\ 
Si n est impair, bn contient le facteur q. 

Par conséquent, dans le cas oà le module satisfait à 

Av— A:«-hi = o, 
on a 

B(2) = «-4-a2''4-^3"-4-...H-/3««+*-r. . .. 

dans le cas ou le module est \/— T, on a 

B[z) = z-h a'z'^-h ^V-f- cV» -+-... + /V»+» H- . . . . 

Je vais maintenant établir une formule récurrente pour le calcul 
des polynômes bn- 

A cet effet, je prends l'équation linéaire aux dérivées partielles 
et du second ordre à laquelle satisfait la fonction Al*, savoir 



dz 



' -+- 2A:*z -—1 H- 2M'* -— ^ 4- U- * ■+- X'^' Alj = o. 
1* OZ Ok ^ ' 



En y introduisant la fonction B, je la change en l'équation sui- 
vante : 

1 /1-2X' /•♦-X' + i \„ 
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C'est cette dernière qu^l faut transformer en y remplaçant k^ par 
py q. Tout d'abord les équations (4) donnent 

(8) ^*'-'=;i3' 

(lo) ç.= (p_3).(4^_3). 

Dans (7), je remplace -r-rj par l'expression que fournit la for- 
mule (9), A* par son expression (8), et j'obtiens 









En vertu de l'homogénéité de la fonction B, j'ai 
, (?B ae I ()B I 

07 dp 2, OZ 2 

Cette relation permet de faire disparaître -r- de (ii)et d'écrire, 

en tenant compte de (10), 

i ^ ()*B ^ ,()B 4 ()B pz^ ^ 

Telle est la transformée cherchée. Elle donne immédiatement une 
formule récurrente pour les coefficients du développement de B, 
formule dont les coefficients se simplifient un peu si l'on pose 

La formule définitive est la suivante : 

(.3, >.= 4(^^^.^)- '— '<"-' »>-. 

Au moyen de cette formule, on calcule avec la plus grande faci- 
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lité les coefficients successifs, donl voici les premiers : 

l/Q—.i, ^1 — o, b^^—v, ^3 = — 4j, bi^=—QX^, ^5 — — 24.rj, 
/^6— — 3.2^j*-h3.23^*, ^7=2*,3*.i9.r'j, è8=3x(2''.23j*-hio7.r'). 

addition. — J'avais déjà livré à Timpression la Note qu'on 
vient de lire quand mon attention s'est trouvée attirée sur deux 
Mémoires qui m'étaient inconnus, bien qu'ils ne soient pas tout 
récents. Le premier, intitulé Wirkliche Ausfûhrang der ganz- 
zahligen Multiplication der elliptisclien Functionen, est dû à 
M. Kiepert et se trouve au Tome 76 (année 1873) du Journal de 
M, Borchardt; le second, intitulé Ganzzahlige Multiplication 
der elliptischen Functionen in F^erbindung mit dem Schlies- 
sungsproblem, est dû à M. Max Simon et se trouve au Tome 81 
(année 1876) du même Recueil. Ces deux savants auteurs donnent 
pour point de départ à leurs recherches personnelles des résultats 
dus à M. Weierstrass, communiqués dans ses Cours à ses élèves 
par cet illustre géomètre^ mais connus du public seulement grâce 
aux deux Mémoires que je viens de citer. Les résultats dont il 
s'agit se rapportent à une théorie des fonctions elliptiques dans 
laquelle, au lieu du sinus d'amplitude, on introduit systématique- 
ment la fonction jp{z)y définie par 



(i4) z=j^ 



PW du 



Voici quel est le point de départ de cette théorie. Soit 

(v:=. a/Ww -h 2/îw' 

une quantité dans laquelle, w et w' étant fixes, m et n reçoivent 
successivement tous les systèmes de valeurs entières, positives ou 
négatives, sauf le système m = n = o. On considère la fonction 



(i5) -w='n('-J)''^^'^' 



1 *« 

9 



qui est intermédiaire. Effectivement, si l'on désigne par T^{z) la 
dérivée logarithmique de (j{z)f la fonction ^'{z) admet les pé- 
riodes w et û)'. Cela résulte immédiatement de la formule (i5). 
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Par une analyse assez courte, on prouve ensuite que, si l'on pose 

, ^, = -4Ç'(«)Ç'(e«')Ç'(w+a>'), 

la fonction p(z) définie par (i4) coïncide avec celle-ci : 

(l6) p{z)=r^K{z)= i^' • 

Ceci posé, M. Max Simon rapporte comme due à M. Weierstrass 
et démontre, avec le point de départ que je viens d'indiquer, l'é- 
quation suivante à laquelle satisfait la fonction <t[z): 

dont la ressemblance avec mon équation (12) est frappante. Ces 
deux équations coïncident même si l'on fait 

(18) P = -^ê;2y ^ = J^3 

et qu'on remplace B par cr. Les deux fonctions B(^) et (j{z)f déve- 
loppées suivant les puissances croissantes de Zy commencent toutes 
deux par le même terme z. Donc, eu égard à la formule récur- 
rente (i3), sous le bénéfice des équations (18), les /onctions B(z) 
et (t{z) coïncident • 

Cette coïncidence peut être démontrée autrement. Posons 

/ i-f-/n"^ 

(19) v=:Sn3=— («H J 

et introduisons la variable u sous le signe d'intégration dans l'éga- 
lité 






v/(i-u«)( 

Le calcul fait, on retrouve dans le polynôme soumis au radical les 
quantités p et q définies par les équations (4) ; voici le résultat : 



v'4 

VII. 



_ r" du 
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C'est précisément Féquation (i4) si Ton remplace p elq par les 
expressions (i8). J'ai donc ainsi prouvé l'égalité suivante, trans- 
formée de (19) : 

qui, suivant la définition de la fonction Al|, de la fonction B et la 
définition de cr fournie par (16), devient 

Cette dernière prouve maintenant l'identité des deux fonctions a 
et B, sans l'intervention de l'équation (17). En conséquence, mon 
analyse fournil une démonstration de cette équation (17), très- 
différente de celle qu'a rapportée M. Max Simon ^ 



Sur une méthode d'approximation des racines carrées, connue 
dans rinde antérieurement à la conquête d'Alexandre^ par 

M. L. RODET. 

(Séance du 28 mars 1879.) 

L'auteur persan Hassan ben al-Hossein al-Hakâk al-Morouzi 
(c'est-à-dire natif de Merv en Khorassan), dans un Traité d'Arîth- 
m clique qu'il a composé en l'an 61 3 de Thégire ou 1216 de notre 
ère « pour répondre aux demandes' de ses amis », donne le pro- 
cédé suivant pour obtenir une approximation d'une racine carrée 
sourde. Lorsqu'on a, par le moyen connu, obtenu la racine cher- 
chée à une unité près par défaut, « on divise le reste de l'opé- 
ration par le double de la racine trouvée plus un, et la racine se 
compose de la partie entière et de cette fraction ». Ainsi 

Ce procédé n'est pas difficile à justifier; en effet, si nous dési- 
gnons par N le nombre proposé, par a sa racine à une unité près, 



i^ 
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et par /' le reste de ropération^ de telle sorte que N t=r u^-f- /»; si, 
de plus, nous appelons e le complément de la racine, on a 

r=(2«-f-g)s ou 6= : 

comme toujours e<^i, on aura une approximation par défaut de 
sa valeur en le remplaçant par i au dénominateur de la fraction, 
c'est-à-dire en posant 



C'est la première fois que j'ai rencontré cette méthode d'ap- 
proximation chez un auteur oriental, et, bien que je l'eusse trouvée 
assez remarquable pour l'époque où il vivait, je n'y aurais proba- 
blement prêté qu'une médiocre attention si je n'avais été amené à 
penser que ce procédé devait avoir été pratiqué couramment dans 
rinde, et même dès une époque très-reculée. 

Al-Morouzi ayant donné y/j2 = 3-> je fus naturellement 

/ I 22 

amené à voir que, dans ce système, v lo = 3 - = — » c'est-à-dire 

7 7 
la valeur donnée par Archimède pour le nombre tt, seule valeur en 

usage pendant longtemps chez les Grecs : c'est en effet la seule 

dont se sert Héron le Jeune dans son Traité des surfaces et des 

volumes. 

22 / 

Maïs, puisque — = y^io, nous comprenons maintenant pour- 
quoi l'astronome indien Brahmagupta enseignait à ses disciples 
[voir traduction de Colebrooke, n? 40, deuxième partie de la 
règle ) que « la racine de i o fois le carré du diamètre est la lon- 
gueur de la circonférence; la racine de lo fois le demi-diamètre 
(rayon), multipliée par ce demi-diamètre lui-même, est l'aire du 
cercle ». Dans la première partie de cette règle, il faisait multi- 
plier le diamètre dans le premier cas, le carré du rayon dans le 
second cas, par 3, et donnait cette évaluation comme « usuelle » 
ou « vulgaire » [vjd^ahdrika) ; la seconde, qui fait tt = y/ïô, est, 
par opposition, appelée siucma, « fine, subtile », et peut-être « raf- 
finée ». On s'était demandé, et moi-même après bien d'autres, où 
Brahmagupta avait été chercher cette valeur de ir, qu'il regardait 

7- 
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comme pour ainsi dire exacte. L'écrivain persan que j'ai cité nous 

en a donné Texplication. Seulement tt = — est une approximation 

par excès; y lo = — est une approximation par défaut. Peut-être 

Brahmagupta, dans son enseignement oral, savait-il faire faire 
cette distinction à ses élèves. 

Puisque l'exemple emprunté à Brahmagupta me donnait lieu de 
penser que les Indiens avaient connu et pratiqué le mode d'ap- 
proximation des racines carrées dont je parle, il m'est venu à l'idée 
d'étudier à ce point de vue une valeur de y/2 donnée dans les Pré- 
ceptes du cordeau de Baudhâyana, ouvrage curieux, composé pro- 
bablement au IV® siècle avant notre ère, et qui contient les règles 
que doivent observer les brahmanes pour construire leurs autels. 
Cette valeur de ^, dont l'interprétation m'avait également beau- 
coup préoccupé, est 

,- I I 

V^2 = H.^ + — , 



3 3.4 3.4.34 

Cette forme de série m'avait surtout paru originale. 

Or, si nous appliquons à y/2 la méthode en question, nous 
aurons à faire 

Nz=2, a = iy r=i, si= — ; — = -. 

2 -h I o 

Le premier terme fractionnaire de 1^ série de notre brahmane 
est donc bien obtenu par la méthode du Persan ; 1 -h ^ est une 
valeur approchée par défaut de la racine cherchée. 

Continuons l'opération : il nous faut calculer 



2(a-hS|) -f-Sj 
ce qui nous donne 
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Or notre deuxième terme est 

1 2 3 

3T4"~9'8' 

et l'auteur a, cette fois, négligé «2 au dénominateur de sa fraction 
diviseur et obtenu une approximation par excès de ^2 dans la 

série 

I I 

Si nous poursuivons encore l'opération, nous verrons que la 

quantité à retrancher de /•'= - pour avoir r" est — ry Or - = -77; 
^ 9 ^44 9 «44 

par suite, r" = 77 • 

.44 
Je donne ce résultat sous cette forme négative, parce que j'ai 

fait voir autre part que les Indiens ont eu de très-bonne heure la 

notion des nombres négatifs et qu'ils ne se préoccupaient pas, dans 

leurs calculs, du si^e du résultat. 

.34 
D'autre part, le double de la nouvelle racine étant — > nous 

aurons 



_/ j__\ 34 _ I 

'^-\ I44J-I2-" 3.4.34' 



Et remarquons que, ce terme correctif étant trop grand en valeur 
absolue, l'expression 



!-♦- ô + 



3 3.4 3.4.34 

est de nouveau approchée par défaut. 

Rien n'empêcherait de continuer le calcul, et rien ne dit que, 
lorsqu'ils en ont eu besoin, les auteurs de cette série de quatre 
termes n'aient su poursuivre l'opération. 

Nous pouvons donc conclure de là qu'à l'époque où vivait 
Baudhâyana, c'est-à-dire à peu près au iv* siècle avant notre ère, 
on savait exprimer la valeur d'une racine carrée sourde (ou irra- 
tionnelle, comme nous persistons à vouloir dire) au moyen d'une 
série approchée alternativement par excès et par défaut; que le 
moyen d'obtenir le premier terme de celte série était de diviser le 
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reste de ropération qui avait fourni la racine à une Unité près 
par le double de cette racine augmenté d'un. Les termes suivants, 
alternativement positifs et négatifs^ s'obtenaient par un procédé 
qui n'est autre que celui que nous connaissons aujourd'hui sous 
le nom de méthode d'approximation de Newton* 

J'ajouterai, pour terminer, qu'Al-Mourouzi applique son même 
procédé (borné au premier terme de la série) aux racines cubiques. 

Ici e = ^— z — r ; ; il y fait encore £ = i et a e< = r— ; — = 

Gomme exemple numérique, il donne 

v/T^ = «^^- 

J'ignore, du reste, si l'on rencontrerait chez les auteurs indiens 
des exemples d'application de ce procédé, si, comme pour la 
racine carrée, ils continuaient à développer une série, et si, comme 
dans la méthode de Newton, les termes suivants de la série se- 
raient de la forme 



3«J-. 



Sur une classe de Jonctions non uniformes; par M. E. Picard. 

(Séance du 28 mars 1879.) 

Considérons une fonction multiformey(z) d'une variable com- 
plexe Zy n'admettant dans tout le plan que des points critiques 
déterminés. Dans toute région du plan à contour simple ne con- 
tenant aucun de ces points, la fonction est uniforme et continue. 
Soit A l'un de ces points critiques. Je me propose de montrer 
que l'on peut trouver un développement en série de la fonction, 
valable pour tous les points du cercle ayant A pour centre et 
passant par le point critique le plus rapproché, quel que soit 
d'ailleurs le chemin suivi par la variable à l'intérieur de ce cercle. 
Nous supposerons que A est l'origine des coordonnées et que 
de plus le rayon du cercle précédent est plus petit que l'unité, 
cette dernière circonstance pouvant toujours se réaliser par un 
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chaDgement de variable z'rskz^ où A: est un nombre positif suffi- 
samment petit. 

Ceci posé, je fais la transformation 

logz 

Cherchons quelle est la portion du plan des z' correspondant au 
cercle C décrit, dans le plan des r, de l'origine comme centre avec 
un rayon égal à r. En désignant par l'argument d'un point de ce 
cercle, et par Ir le logarithme arithmétique de r, nous avons 

donc 

Ir , —e 



et l'on a par suite, en éliminant d, 

(C) (:r'« + y»)/r-x'=:0, 

équation d'un cercle passant à l'origine et dont le centre est le point 

x'=z-\ T-* De plus, si r est, comme nous le supposons, moindre 

que l'unité, aux points à l'intérieur du cercle C correspon\|ront 
les points à Tintérieur du cercle C. La fonction f{z) deviendra 
une fonction F(-z'). A toute courbe fermée située à l'intérieur du 
cercle C correspondra une courbe fermée située dans C, qui ne 
comprendra pas l'origine dans son intérieur. Par suite, la fonc- 
tion F(z') sera uniforme et continue à l'intérieur de C, et l'on 
pourra la développer en une série procédant suivant les puissances 

croissantes de ( z^ ] • 

Nous aurons par suite, pour f{z)^ 






où les A„ sont des constantes. 

Ce développement est valable pour tous les points du cercle C. 
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Aux déterminations multiples de logz correspondront les déter- 
minations multiples de la fonction quand la variable z, partant 
d'un point, décrit à l'intérieur de C un chemin embrassant une ou 
plusieurs fois l'origine. 

Les intégrales des équations linéaires à coefficients uniformes 
nous présentent un exemple bien connu de fonctions rentrant dans 
la classe de celles que nous venons de considérer. On sait, en effet, 
que ces intégrales n'ont d'autres points singuliers que les points 
singuliers des coefficients de l'équation. 

Une classe de fonctions se rattachant de très-près à celle que 
nous venons de considérer est celle des fonctions multiformes 
ayant des points critiques déterminés, mais pouvant avoir en outre 
un nombre quelconque de pôles situés d'une manière quelconque. 
On voit alors facilement qu'à l'intérieur du cercle de rayon r la 
fonction y(z) peut se mettre sous la forme 



^J^^llog^ 2/rj 



OÙ les A;, et les B^ sont des constantes. 

Il est aisé d'indiquer des équations différentielles dont les inté- 
grales jouissent des propriétés précédentes. L'exemple le plus 
simple que l'on puisse citer est l'équation de BernouUi : 

az 

où nous supposons que les X soient des fonctions uniformes de z. 
Les intégrales de cette équation n'auront d'autres points critiques 
que les points singuliers des fonctions uniformes X, Xj, X2, mais 
elles peuvent avoir des pôles situés d'une manière quelconque. 



Digitized by 



Google 



- 105 - 



Sur les équations différentielles linéaires, (Extrait d'une Lettre 
de M. Brioschi à M. Laguerre.) 

(Séance du ii a-vril 1879.) 

.... Les Communications que vous avez faites récemment à l'Aca- 
démie des Sciences, Sur quelques invariants des équations dij^é- 
rentielles linéaires, ont eu pour moi un grand intérêt, ayant dû 
autrefois m'occuper de questions analogues. Malheureusement je 
ne peux pas en ce moment revenir sur ce sujet; mais je désire vous 
faire connaître la méthode que j'avais suivie, laquelle me paraît 
conduire facilement à vos résultats et peut-être les compléter. 

Soient les deux équations différentielles linéaires du troisième 
ordre 

y'-H 3/j'-+-/»r = o, — -I- 3a— + piw = o, 
où 

Je pose 

V étant fonction de x. 
On a 

, du , , 

az 



„ [d^u ,- du „\ »^« / /, 



En substituant les j'',j^'', j''^ dans la première équation différen- 
tielle, on doit obtenir la seconde, et, par conséquent, on arrive aux 
trois relations 

/ v^^-h v'z' rzro, 
[l) , 1 -jz"'-^ Sv'z" + 3vV -+- ZI-JZ' = 3Xv5'S 

( v'" -h ZW + mv = p^/^ 

z" 
Or, en posant -7 = Z, la première donne 

z 

V ::= — Zv, 
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et, par suite, 

v" = — (Z'— Z«)v, v*' = — (Z"-3ZZ'-f-Z*) . 

D'autre part, 

i.=Z'4-Z»; 
z 

la seconde des équations (i) se transforme donc ainsi qu*il suit : 

(2) 2Z'=:Z*+3(/— >Z'»), 

et la troisième devient 

Z"— 3ZZ' -H Z» -I- 3/Z — (m — pz'^ j _. ^ 

Enfin, en remplaçant dans celles-ci TJ et TJ' par leurs valeurs dé- 
duites de l'équation (2), on trouve votre relation 

Je pose 

(3) Z— 2|x=:a et 3/' — a/W=:fl, 

ClZ 

d'où l'on déduit 

On a 

€/j: dz 

Cette valeur de Z, substituée dans l'équation (2), conduit très- 
facilement à la relation suivante : 

Pz'«=^ 
où j'ai posé, pour abréger, 



et 






On aura enfin, par conséquent, 



|33_ 6» 



—^> 



«» a* 
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relation iru^ariantwe entre les seuls coefficients des deux équations 
diflFérentielles et leurs dérivées. 

Il est très-important de noter que cçs formes învariantives restent 
les mêmes pour les équations différentielles d'ordre supérieur. 

Par exemple, pour les équations différentielles du quatrième 
ordre 

et 

d^u ^ . d^ ti , du 

on trouve 

v' = --Zv, 2Z' = Z« +--(/- XV»), 

M O 

Z" — 3Zr -4- Z« -f- -^ /Z — I (m - a«'') = o, 
et, par suite, 

a et a étant définis par les équations (3). 

En posant 

grfMo5«_/£logay_^^^ 
dz* \ dz j 5 



on en déduit 



dz* \ dz j 5 



ôz'^=zb et 4 = -T- 
^ or €V 



Enfin la dernière équation donne 



ou 

y = 3o^ - 5o^ ~ 8a«4- 25v 

dz* dz 

et 

c = 3o/"— 5oa' — 8i /* -I- 25«. 

J'ajoute une dernière remarque. Si, pour les équations différen- 
tielles du troisième ordre, l'invariant a est nul, l'équation se réduit 
à la suivante, du second ordre, 
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où 

Si, pour Féquation du quatrième ordre, les invariants a et c sont 
nuls; on a 

r-4-|/Ç = o, 
équation où j'ai posé 

Si vous croyez que ces résultats peuvent avoir quelque intérêt 
pour nos collègues de la Société mathématique, vous pouvez les 
leur communiquer.... 



Sur quelques propriétés de l'hypocycloïde à trois points 
de rebroussement i par M. Laguerre. 

(Séance du ii avril 1879.) 



I. 

1 . Soient OX et OY deux axes rectangulaires, et X, Y les coor- 
données d'un point quelconque M du plan relativement à ce système 
d'axes; posons 

X-f-Y? = ar et X — Y/=j; 

nous pouvons considérer xelj comme de nouvelles coordonnées 
du point M. On voit que les équations a: = a et j^ = |3, où a et (3 
désignent des quantités constantes arbitraires, représentent les di- 
verses droites isotropes du plan; je désignerai donc, pour abréger, 
le système de coordonnées que je viens de définir sous le nom de 
coordonnées isotropes. 

Dans un pareil système, le coefficient angulaire d'une droite 
faisant avec l'axe OX un angle donné V est égal à e"^'^*; l'équation 

de l'axe OX est 

a- = 7, 

et l'équation d'un cercle de rayon R et ayant pour centre le point 
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(«■ P) est 

(x-a){r-|3) = R«. 

2. Étant donnée une courbe de n**°*® classe, les coefficients angu- 
laires des tangentes que d'un point (xyj) on peut mener à cette 
courbe sont donnés par une équation homogène du degré n^ 

U(>,/.) = o; 
dans cette équation, '- désigne le coefficient angulaire de la tan- 
gente issue du point {Xjj)y et les coefficients du polynôme U sont 
des fonctions entières de x et de y. 

L'équation précédente est, en me servant d'une dénomination 
que j'ai déjà employée dans plusieurs travaux antérieurs (* ), V équa- 
tion mixte de la courbe. 

3. L'hypocycloïde à trois points de rebroussement étant définie 
comme une courbe de troisième classe qui touche aux deux ombi- 
lics la droite de l'infini, on voit immédiatement que son équation 

! mixte €St de la forme 

aV-f- bX^lL -H C).|X' -f- rf^' -f- ^fA(^J — fAx) = o. 

Cherchons le lieu des points du plan d'où l'on voit l'hypocycloïde 
SOUS un angle droit ; il faut, pour cela, exprimer que l'équation pré- 
cédente a deux racines égales et de signes contraires. 
Le lieu cherché a donc pour équation 

elle représente, comme on le sait, un cercle. En mettant en évi- 
dence le rayon R de ce cercle et les coordonnées a et P de son 
centre, je poserai 

c=zoLy b= — p, a=:Rér-î' et <i = — Re?'. 

L'équation mixte de la courbe deviendra donc 

(i) Rc--T'à'— pi^ii -h a\u*— R£??'|x'-h V( V — ftx) = o. 

4. Je vais chercher maintenant l'équation mixte des diverses 

(*) Mémoire de Géométrie analytique, 2* série, t. XVII, 
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hypocycloïdes qui touchent Taxe OX çt rencontrent cet axe en 
deux autres points équidistants de l'origine O. 

L'axe OX étant tangent à la courbe, une des tangentes issues 
de l'origine a pour coefficient angulaire l'unité; l'équation (i) est 
donc satisfaite quand on y fait 

j: = o, j = o et > = p, 
d'où l'équation de condition 

Considérons un point de l'axe OX situé à une distance de l'origine 
égale à Zy en sorte que les coordonnées de ce point soient 

les coefficients angulaires des tangentes issues de ce point sont 
donnés par l'équation (i), dans laquelle on a remplacé x et y parz. 
Si l'on divise cette équation par X — pt (ce qui revient à faire abs- 
traction de la tangente OX), on trouve aisément que, en posant 

u = Re-î' — (3 = Re?' — a, 

les coefficients angulaires des deux autres tangentes «ont déter- 
minés par l'équation 

Rc-Î'A* + ( „ ^- j) X^ix -h R<?î'/a' = O. 

En laissant de côté le point où la courbe est tangente à OX, on 
obtiendra les deux autres points où elle rencontre cette droite en 
exprimant que l'équation précédente a deux racines égales, ce qui 

donne la relation 

(tt-hz)« = 4R*. 

Si maintenant on remarque que, les deux points d'intersection dont 
je viens de parler étant à égale distance de l'origine O, les deux 
valeurs obtenues pour z doivent être égales et de signes contraires, 
on en conclut 

Il = Rtf-'T — |3 = Rc'? — a = o, 

d'où 

a = Re'? et p=:zR<r-'?. 

Ainsi le centre w du cercle K. lieu des sommets des angles droits 
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circonscrits à Thypocycloïde, est situé sur la droite qui fait avec 
Taxe OX un angle égal à (p et à unç distance égale à R, c'est-à-dire 
au rayon de ce cercle. En désignant par A et A.' les deux points de 
rencontre de OX avec la courbe, on voit ainsi que ce cercle passe 
par le milieu O du segment AA' et que ce segment a une longueur 
constante égale à 4R> propositions bien connues, 

5. En remplaçant dans l'équation (i) « et /3 par leurs valeurs, 
l'équation mixte de l'hypocycloïde prend la forme suivante : 

(2) R()i — ^)(e-'n*-he'?/iL«)-hV(>7 — p:r)=o, 

et l'équation qui donne les coefficients angulaires des tangentes 
issues d'un point de l'axe OX (x =y = ^) devient 

(3) Re-'n*-*-z\(x-f-Re'>;ii» = o. 

En particulier, les tangentes issues du point A', pour lequel on a 
^ = — 2R, sont déterminées par Téquation 






o, 

d'où l'on voit que la tangente menée au point A' fait avec l'axe OX 

un angle égal à -• 

Si donc on prend sur le cercle K le point O' diamétralement 
opposé au point O, cette tangente est précisément la droite A'O'; 
la droite O'A est également tangente à l'hypocycloïde au point A, 
et ces deux droites, conformément à une proposition bien connue, 
sont rectangulaires entre elles. 

6, On voit que l'on peut, par les points A et A', mener une infi- 
nité d'hypocycloïdes tangentes à l'axe OX; toutes ces courbes sont 
d'ailleurs égales entre elles, puisque la longueur du segment AA' 
détermine le rayon du cercle K et par suite la grandeur de la courbe 
elle-même. On les obtiendra toutes en donnant à 9 toutes les va- 
leurs possibles dans l'équation (2). 

Soient deux de ces courbes H^ et Hç^_e caractérisées par deux 
valeurs de l'angle 9 diff*érant entre elles de l'angle 0; si l'on désigne 
par Cl) et Wi les centres des cercles des points desquels on voit res- 
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pectivement ces courbes sous un angle droit, oiï voit que l'angle 
0)0 (i>i est précisément égal à 0. 

D'un point M situé sur Taxe OX et à une distance du point O 
égale à z, menons aux deux courbes K^ et K^^^ les tangentes dis- 
tinctes de l'axe. ♦ 

Les coefficients angulaires de ces tangentes sont respectivement 
déterminés par les deux équations 

et 

R <?-'•(?+•) >« + zlii -f- Re^i^^ii} = o; 

ceux des tangentes menées à H^^^ se déduisent évidemment de ceux 
des tangentes menées à H^, en les multipliant par le facteur con- 
stant <?■•'; en d'autres termes, les tangentes à 11,^^ s'obtiennent en 

faisant tourner de l'angle - les tangentes à Hç. 
D'où la proposition suivante : 

Si l'on considère une droite quelconque D tangente à une 
hjpocjcloïde à trois points de rebroussement, et si l'on imagine 
un angle de grandeur constante dont le sommet décrit cette droite 
tandis qu'un de ses côtés demeure tangent à la courbe, le second 
côté de cet angle em^eloppe une autre hjpocjcloïde égale à la 
première, tangente à la droite D et passant par les deux points 
ou cette droite coupe la première hjpocjcloïde. 

Ce que l'on peut encore énoncer ainsi : 

Soit une hjpocjcloïde à trois points de rebroussement qui se 
déplace sans changer déforme, en restant tangente à une droite 
fixe D et en passant par un point fixe de cette droite (auquel cas 
elle passe nécessairement par un autre point fixe situé sur la même 
droite); par différents points de D menons des tangentes à la 
courbe, et imaginons que, pendant le déplacement de cette courbe, 
ces droites lui demeurent tangentes; pour deux positions quel- 
conques de V hjpocjcloïde mobile, les angles décrits par les tan- 
gentes autour des points fixes de D sont tous égaux entre eux. 

7. J'ajouterai que dans le mouvement les points de contact dé- 
crivent des cercles, ce que, du reste, des considérations géomé- 
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triques très-simples rendent évident. Considérons, en effet, un 
point M situé sur Taxe OX, à une distance de l'origine égale à z. 
En désignant simplement par }x le coefficient angulaire d'une des 
tangentes menées de ce point à la courbe (ce qui revient à faire 
X=: i), l'équation de cette tangente est 

(4) •J^' = ^' 

et l'on a la relation 

(5) Re'?fA* + 3/* -f- Re-'? =r o. 

Les coordonnées du point de contact s'obtiendront en résolvant 
par rapport k x çX y l'équation (4) et l'équation suivante, que 
l'on en déduit en la dérivant par rapport à z : 

(.r — z)* dz 

De l'équation (5) on déduit d'ailleurs 

du. 

(2Re'?fA -h z) y- -h fX = o, 

d'où 

du. fj. 

^2 ~~ v/z' — 4R' 

et 

(6) ^^""" • ^ 



[x — zy- ^z^ — z^ii^ 

Pour obtenir le lieu des points de contact, il faut éliminer <p et fx 
entre les équations (4), (5) et (6), ou simplement fji entre les équa- 
tions (4) et (6), qui ne renferment pas 9. 
On obtient ainsi l'équation 



(.r -z)(x -z)-h (X ~ .r)s/z^ - 4R'' = o, 

V 

que l'on peut mettre sous la forme suivante : 

{y — z— ^z^ — iiV){x — 2 -f- V^z^ — 4R^) = 4R2 — z\ 

Elle représente deux cercles tangents au point M à l'axe OX; leurs 
vir. 8 
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centres sont situés à l'intersection de la perpendiculaire élevée à 
Taxe en ce point avec le cercle décrit sur AA' comme diamètre. 

8. Si Ton considère, comme précédemment, les deux hypocy- 
cloïdes Hç et Hç^_ô, on voit que le sommet d'un angle circonscrit à 

Q 

ces deux courbes et ayant pour valeur - décrit un lieu dont fait 

partie la tangente commune OX ; on peut rechercher si cette droite 
constitue à elle seule le lieu complet. 

Je remarque, à cet effet, que les coefficients angulaires des tan- 
gentes menées du point {xyj) à la courbe H^ sont déterminés par 
l'équation 

(a) R(> — p)(e-'n»-4- e'?/*') -h >/a(>j — pj:) = O, 

et ceux des tangentes menées du même point à la courbe Hç^.o par 
l'équation 

R( V _ ^') (e-'(f+«) V« -4- e'(?+«)^'«) -h >>'( Vj - p'.r) =rr O. 

Q 

Si les deux tangentes font l'angle donné -» on a 

lie 
et l'équation précédente devient 



2 



Reste à éliminer X et /!x entre les relations (2) et (7); en éliminant 
entre elles l'expression e~''X--|- e'^f^^, il vient 



et, en effectuant les calculs, 

(j — .r)^c' — e ' y = o. 

La tangente OX constitue donc bien à elle seule le lieu du sommet 
de l'angle constant circonscrit aux deux courbes. 
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9. Les hypocycloïdes H^ et H^+ç, qui touchent toutes les deux 
Taxe OX, ont, en outre, deux autres tangentes communes; pour 
avoir leur équation, il suffit d'éliminer X et p entre l'équation (2) 
et l'équation 

(8) R(> — p)(e-'(T+»)À'-he'(î+«)p«)-4-\a(Àjr — fxx) = o. 

Éliminant d'abord \j — ^kx entre ces égalités, il vient 

d'où, par une transformation facile. 

Les angles que font ces deux tangentes avec l'axe OX sont donc 

égaux à--f-7età--f--;f-H7; ces deux droites sont à angle 

droit. De là une construction qui permet de les obtenir aisément. 
Soient, en effet, K et K| les cercles des points desquels on voit 
respectivement sous un angle droit les courbes H^ et Hç^_e; ces 
cercles, indépendamment du point O, se coupent encore en un 
second point M. Ce point est nécessairement le point de rencontre 
des tangentes cherchées, puisqu'elles sont rectangulaires entre elles. 
Si maintenant nous prolongeons le rayon OM jusqu'en son point 
de rencontre N avec le cercle décrit sur AA' comme diamètre, il 
résulte des considérations précédentes que les deux tangentes 
communes qui se croisent au point M sont parallèles aux droites 
NA et NA'. 

D'où encore la proposition suivante : 

Soit une liypocycloïde à trois points de rebroussement qui passe 
par deux points donnés A et A' et est tangente à la corde AA! ; 
sur cette corde comme diamètre décrivons un cercle B et consi- 
dérons le cercle K, lieu des points d'oà l'on voit l'hjpocjcloïde 
sous un angle droit. Ce cercle passe, comme on le sait, par le 
* point O, milieu de la corde AA', et, en outre, est tangent au 
cercle C. 

Etant pris un point quelconque M sur le cercle K, si Von pro- 
longe le rayon OM jusqu'en son point de rencontre N avec le 

8. 
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cercle C, les droites menées par le point M parallèlement aux 
droites NA et NA' sont les deux tangentes rectangulaires entre 
elles que de ce point on peut mener à la courbe, 

10. Les diverses hypocycloïdes qui, passant par les detix points 
A et A', sont tangentes à la corde AA', étant identiques entre elles, 
on peut les obtenir toutes par le déplacement d'une de ces courbes 
dans le plan. 

Pour avoir une idée nette de ce déplacement, il faut chercher le 
lieu des centres instantanés de rotation dans le plan et le lieu 
décrit par ces centres relativement à la courbe mobile. 

La courbe roulant sur les deux points A et A', les normales 
menées en ces points sont respectivement perpendiculaires aux 
droites AO' et A'O', et par conséquent se coupent sur le cercle C 
décrit sur AA' comme diamètre au point diamétralement opposé 
à O'; le lieu des centres instantanés de rotation dans le plan est 
donc le cercle C, dont le rayon est égal à 2R. On sait d'ailleurs 
que les normales aux extrémités de la corde AA' se coupent sur le 
cercle passant par les trois points de rebroussement de Thypocy- 
cloïde, cercle dont le rayon est égal à 3R. 

D'où la conclusion qui suit : 

Etant pris sur un cercle C de rayon égal à 2R deux points 
diamétralement opposés A et A', si Von fait rouler ce cercle dans 
l'intérieur d'un cercle C de rajron égal à 3R, on sait que les 
deux points A et A' décrivent une même Ivypocjcloïde à trois 
points de rebroussement inscrite dans le cercle C. A un instant 
quelconque du mouvement, les points A et A' sont situés sur l'hy- 
pocjcloXde, tandis que la droite AAf lui est tangente; si à cet 
instant on fixe le cercle C, et si l'on fiait rouler sur ce cercle le 
cercle C en entraînant avec lui la courbe, cette courbe, dans 
son déplacement, passe constamment par les points fixes A et A' 
et demeure tangente à la droite AA'. 



IL 

11. Les résultats qui précèdent peuvent se déduire aisément 
de quelques propositions très-simples et purement géométriques. 
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Considérons, à cet effet, une ellipse E située dans Fespacc et 
dont la projection orthogonale sur un plan donné P soit un cercle G ; 
prenons arbitrairement sur celte courbe un point fixe A et un point 
mobile M. Si par le milieu I de la corde AM nous menons un plan 
perpendiculaire à cette corde, il coupe le plan P suivant une droite 
dont l'enveloppe est une courbe H que l'on peut aussi évidemment 
définir comme le lieu des centres des sphères symétriques par rap- 
port au plan P et tangentes à l'ellipse E. 

Je dis d'abord que la courbe H est une hypocycloïde à trois 
points de rebroussement. 

Soit D une droite située dans le plan P; si d'un point quel- 
conque N de cette droite comme centre on décrit une sphère 
passant par le point A, cette sphère coupe le plan Q de l'ellipse 
suivant un cercle passant par le point A et par le point A' qui lui 
est symétrique par rapport à la projection orthogonale de D sur 
le plan Q. 

Il est clair que le point N est sur la courbe H si ce cercle est 
tangent à l'ellipse, et, comme par les points A et A' on peut mener 
quatre cercles tangents à E, il en résulte que la courbe K est du 
quatrième ordre. 

Soit N un point quelconque du plan P; de ce point comme 
centre décrivons une sphère passant par le point A; cette sphère 
coupe le plan Q suivant un cercle rencontrant l'ellipse au point A 
et en trois autres points B, G et D. Les plans menés respecti- 
vement par les milieux des cordes AB, AG et AD coupent le plan P 
suivant des droites tangentes à H et se croisant au point donné IN . 

La courbe H est donc de la troisième classe. 

Si le point N est rejeté à l'infini dans une direction quelconque, 
la sphère dont je viens de parler se réduit au plan mené par A 
perpendiculairement à cette direction, et, comme ce plan ne coupe 
E qu'en un point, il est clair qu'on ne peut mener à la courbe H 
qu'une tangente parallèle à une direction donnée. Gette courbe 
est donc doublement tangente à la droite de l'infini, et les points 
de contact sont situés sur les perpendiculaires menées aux asygi- 
ptotes de la projection de l'ellipse sur le plan P. Gette projection 
étant un cercle, ces asymptotes, ainsi que leurs perpendiculaires, 
sont des droites isotropes. La courbe H est donc de troisième 
classe et doublement tangente, aux ombilics., à k droite de Tin- 
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fini; par suile^ c^est une hypocycloïde à trois points de rebroits- 
sement. 

12. Cette hypocycloïde a^ comme on le sait, trois points de 
rebroussement a, P, 7 qui sont les sommets d'un triangle équila- 
téral; et le centre du cercle circonscrit à ce triangle est le point 
de concours des tangentes de rebroussement. 

Considérons l'un quelconque a de ces points de rebroussement ; 
les tangentes que Ton peut de ce point mener à la courbe étant 
toutes les trois confondues en une seule droite, la sphère passant 
par A et décrite du point a comme centre coupe le plan Q suivant 
un cercle passant par A et osculateur de l'ellipse E en un point a'; 
la projection sur le plan Q de la tangente de rebroussement au 
point a est d'ailleurs la droite menée par le milieu de la corde A« 
et perpendiculairement à cette corde. 

Si maintenant on remarque que les trois tangentes de rebrous- 
sement sont concourantes, on obtiendra la proposition suivante, 
due à Steiner : 

Etant donné sur une ellipse un point quelconque A, on peut 
déterminer trois cercles osculateurs de cette courbe qui passent 
par le point A ; les trois points de contact et le point A sont sur 
un même cercle. 

D'après ce que je viens d'exposer, on peut ajouter que : 

Si l'ellipse se projette orthogonalement sur un plan donné P 
suivant une circonférence de cercle, les droites menées perpen- 
diculairement au plan de l'ellipse par les trois points de contact 
rencontrent le plan P en trois points qui sont les sommets d'un 
triangle équilatéral, et la droite menée par le centre du cercle 
circonscrit aux trois points de contact et perpendiculairement à 
son plan rencontre le plan P au centre du cercle circonscrit à ce 
triangle équilatéral. 

m 

13. Prenons sur l'ellipse E un autre point fixe B; à ce point 
correspond une seconde hypocycloïde H'. Cherchons les tangentes 
communes aux courbes H et H'. 

Je désigne par F et G les deux axes de l'ellipse, par^ et g les 
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droites suivant lesquelles le plan P est coupé par les plans menés 
respectivement par F et G et normalement au plan Q. Les droites 
yet g sont évidemment perpendiculaires entre elles, puisque F est 
parallèle au plan P. 

Cela posé, si des points A et B on mène dans le plan Q des 
perpendiculaires à F, cet axe les divise en deux parties égales ; il 
en résulte que^estune tangente commune à H et H', et les mêmes 
considérations s'appliquent à la droite g. Les deux courbes ont 
donc déjà en commun deux tangentes rectangulaires entre elles. 

Considérons maintenant la corde AB et le plan mené par son 
point milieu perpendiculairement à sa direction ; il coupe le plan P 
suivant une droite D qui est aussi tangente aux deux hypocy- 
cloïdes. 

14. Les points de contact de cette droite s'obtiendront évidem- 
ment en prenant son intersection avec les plans menés en A et en B 
normalement à Tellipse. 

Pour obtenir les autres points où elle rencontre les deux courbes, 
je mène par les points A et B un cercle tangent à l'ellipse; on peut 
mener deux de ces cercles, et leurs points de contact m et m' sont 
diamétralement opposés. Si l'on construit les axes (*) de ces deux 
cercles, il est clair qu'ils rencontrent D en deux points appar- 
tenant à la fois à H et H'. Soient n et n' ces. deux points; on voit 
que les hypocycloïdes ont une corde commune à laquelle elles sont 
toutes les deux tangentes : elles sont donc égales entre elles. 

On peut remarquer que les droites menées aux points n el n' 
tangentiellement à la courbe H sont les traces de deux plans per- 
pendiculaires aux cordes Am et Am'; elles sont donc perpendi- 
culaires à leurs projections sur le plan P, et, comme la projection 
du diamètre mm' passe par le centre du cercle C, on voit que ces 
projections sont rectangulaires ; il en est donc de même des deux 
tangentes aux points n et n', proposition bien connue. 

15. Lorsque le point A se déplace sur l'ellipse, l'hypocycloïde 
qui lui correspond demeure, comme je viens de le montrer, inva- 



(*) J'appelle, pour abréger, axe d'un cercle la droite passant par le centre de ce 
cercle et perpendiculaire à son plan. 
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riable de forme en resiant langenle aux deux droites fixes /et g. 
Je dis que la droite qui joint les deux points de contact est la trace 
sur le plan P du plan normal à Fellipse au point Â. 

Menons, en effet, par le point A les cordes Aa et Ai, respec- 
tivement perpendiculaires aux axes F et G. Le point où la droite/" 
touche rhypocycloïde H est le point de rencontre du plan P avec 
l'axe du cercle bitangent à l'ellipse aux points A et a. Si donc 
au point A on mène le plan normal à cette courbe, il contient ce 
point de contact; par une raison semblable, il contient l'autre 
point de contact. La proposition que je voulais démontrer est donc 
établie. 

16. Si le point A se déplace infiniment peu sur l'ellipse, l'hypo- 
cycloïde H roule sur les deux droites y et g; la droite qui joint 
les deux points de contact est une corde commune aux deux courbes 
et, de plus, leur est tangente ; par suite, elle a une longueur con- 
stante. 

Donc : 

Les traces, sur le plan P, des plans normaux à l'ellipse E 
eni^eloppent une hjpocjcloïde à quatre points de rebroussement. 
Le lieu des centres des sphères doublement tangentes à l'ellipse 
se compose des deux tangentes doubles de rebroussement de cette 
hypocjcloïde. 

17. Au lieu de considérer une ellipse, j'aurais pu considérer une 
biquadratique quelconque, ayant pour plan de symétrie le plan Pet 
située sur un cylindre dont la base est un cercle situé dans ce plan. 

Sans rien changer aux démonstrations qui précèdent, on obtien- 
drait facilement les propositions qui suivent : 

Etant donnée une biquadratique résultant de l'intersection 
d'un cylindre droit, ayant pour base un cercle situé dans un 
plan P, avec une surface quelconque du second ordre ayant ce 
plan pour plan de symétrie, le lieu des centres des sphères qui, 
passant par les extrémités d'une corde de la courbe perpendicu- 
laire au plan P, sont doublement tangentes à cette courbe, est 
une hypocycloïde H à trois points de rebroussement située dans 
le plan de symétrie. 
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Si l'on considère les di{>erses cordes de la courbe perpendicu- 
laires au plan P, les dii^erses Ivypocjcloïdes qui leur correspondent 
sont identiques et ne diffèrent que par leur position dans le plan. 

Les traces sur le plan de sjmétrie des plans normaux à la bi- 
quadratique enveloppent une hjpocjcloïde à quatre points de 
rebroussenient. 

Les centres des sphères quadruplement tangentes à la biqua- 
dratique décriyfent les deux droites rectangulaires qui constituent 
les tangentes doubles de rebroussenient de cette dernière hjpo- 
cjcloïde. 

18. La considération des trois points de rebroussenient de Thypo- 
cycloïde H conduit, relativement aux biquadratiques douées d'un 
plan de symétrie, à un théorème analogue à celui qui a été donné 
par Steiner relativement aux coniques, et que j'ai rappelé plus 
haut. 

Comme il est facile de le voir, il n'est pas besoin de supposer 
que la projection de la biquadratique sur le plan de symétrie soit 
un cercle, et Ton peut énoncer la proposition suivante : 

Etant donnée une biquadratique quelconque ajant pour plan 
de sjmétrie un plan donné P, par les extrémités d'une corde 
quelconque de cette courbe perpendiculaire au plan P, on peut 
mener trois sphères qui ont avec la courbe un double contact du 
second ordre; les six points de contact et les extrémités de la 
corde sont sur une même sphère dont le centre est dans le plan de 
symétrie. 

Si la biquadratique se projette suivant un cercle sur le plan de 
symétrie, on peut ajouter que : 

Les centres des trois sphères qui ont un double contact sont les 
sommets d'un triangle équilatéral, et le centre de la sphère qui 
contient les points de contact est le centre du cercle circonscrit à 
ce triangle. 

19. Je reviens maintenant au cas précédemment étudié de Tcl- 
lipse E, quoique les considérations suivantes s'appliquent encore 
sans modification au cas plus général où l'on considère une biqua- 
dratique. 
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^ J'ai montré que, quand le point A se déplaçait sur l'ellipse, 
l'hypocycloïde H se déplaçait, sans changer de forme, dans le 
plan P. 

Pour étudier la loi de ce déplacement, je remarque que, en dé- 
signant respectivement par 9 et y les points où H touche les 
droites y et g-, la droite 97 a une longueur constante, que j'appel- 
lerai 4R. Les normales à la courbe menées aux points 9 et 7 se 
rencontrent en un point dont la distance au point d'intersection 
dey* et de g est constante et égale à 4^- Le centre instantané de 
rotation décrit donc dans le plan un cercle de rayon égal à 4R* 
On sait d'ailleurs que, relativement à la courbe, il décrit le cercle 
qui lui est circonscrit et dont le rayon est égal à 3R. 

On peut, par suite, se représenter ainsi qu'il suit le déplacement 
de l'hypocycloïde dans son plan : 

Imaginons un cercle K de rayon égal à 4R9 P^^^ deux autres 
cercles K' et YJ' de rayons respectivement égaux à 3R e£ à 2R 
et qui touchent tous les deux R au même point M. Si Von consi- 
dère le diamètre A du cercle K!' qui passe par le point M, et si 
Von fait rouler ce cercle dans le cercle K', supposé fixe, en entraî- 
nant a^ec lui ce diamètre, on sait que cette droite enveloppe une 
hjpocycloïde H à trois points de rebroussement inscrite dans le 
cercle R'. 

Si maintenant on suppose que, cette courbe restant inva- 
riablement liée au cercle K', on fiasse rouler ce cercle dans le 
cercle R, l'hypocycloïde prendra successivement les diverses po- 
sitions qui correspondent aux diverses positions du point A sur 
V ellipse. 

Si, de plus, on imagine que le cercle K!' roule, en même temps 
que le cercle K', dans l'intérieur du cercle K, et de fiaçon qu'ils 
le touchent tous les deux toujours au même point, la droite û, 
dans ce mouvement, enveloppera l'hypocycloïde à quatre points 
de rebroussement qui est l'enveloppe des traces des plans normaux 
à V ellipse, tandis que ses extrémités décriront les axes de cette 
hypocycloïde. 

20. Considérons les deux hypocycloïdes H et H' qui corres- 
pondent à deux points donnés A et B de l'ellipse E. 
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Soit R UQ point quelconque de cette ellipse ; les plans menée 
respectivement par les milieux des deux cordes AB et BR et nor- 
malement à ces cordes coupent le plan P suivant deux droites P 
et y respectivement tangentes aux courbes H et H'. 

Si, comme précédemment, nous appelons D la droite suivant 
laquelle le plan P est coupé par le plan mené par le milieu de AB 
et perpendiculairement à cette corde, nous savons que D est à la 
fois une tangente commune et une corde commune à H et à H^ 
D'ailleurs, les perpendiculaires élevées aux points milieux des côtés 
d'un triangle se coupant en un même point, il en résulte que les 
tangentes (S et y se rencontrent en un point de D. Elles sont, du 
reste, perpendiculaires aux projections sur le plan P des cordes AR 
et BR, et, comme ces cordes font un angle constant (leur point de 
rencontre décrit, en effet, le cercle C, tandis qu'elles tournent 
autour de points fixes de ce cercle), il en est de même de ces tan- 
gentes. 

D'où le théorème suivant, que j'ai déjà démontré plus haut : 

Si l'on considère une droite quelconque tangente à une hjpocj- 
cloïde à trois points de rebroussement, et si Von imagine un angle 
de grandeur constante dont le sommet décrit cette droite, tandis 
qu'un de ses côtés demeure tangent à la courbe, le second côté de 
cet angle enveloppe une hjpocycloïde égale à la première. 

21. Les considérations géométriques très-simples dont je me 
suis servi trouvent d'ailleurs, dans d'autres questions, des appli- 
cations intéressantes. Je me bornerai ici à énoncer la proposition 
suivante : 

Supposons que le sommet d'un angle de grandeur constante 
décrii^e une droite D, tandis que ses côtés enveloppent deux 
courbes K et K' ; pour une position donnée de l'angle, soient res- 
pectivement a et a' les points de contact des deux côtés. 

Cela posé, si l'on construit l'hypocycloïde à trois points de 
rebroussement qui oscule la courbe K au point a et touche la 
droite D, puis l'hjpocy cloïde qui oscule la courbe K' au point a* 
et touche également la droite D, ces deux hypocjcloïdes sont 
égales et rencontrent D aux deux mêmes points. 
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Sur un système de trois équations dijfférentielles totales qui 
définissent la moyenne arithmético-géométrique de quatre 
éléments; par M. C.-W. Borchardt. 

(Séance du 25 avril 1879.) 

La moyenne arithmético-géométrique de deux éléments a, b est 
une fonction de ces éléments qui satisfait, comme on sait, à Té- 
quation 

En partant de cette équation, j'ai montré, dans un travail inséré 
au tome 58 de mon Journal, que la moyenne arithmético-géomé- 
trique de deux éléments peut être définie par une équation difiFé- 
rentielle ordinaire du premier ordre et du second degré par rap- 
port à la variable dépendante, résultat que M. Bertrand a trouvé 
digne de faire entrer dans son grand Ouvrage sur le Calcul infini- 
tésimal. 

Dans mes études sur la moyenne arithmético-géométrique de 
quatre éléments, j'ai tâché de trouver une définition analogue de 
cette nouvelle transcendante. Le résultat que j'ai trouvé ne pré- 
sente pas encore toute la simplicité que j'aurais désirée, et, dans 
la Note insérée aux Comptes rendus de l'académie des Sciences 
de Berlin (séance du 2 novembre 1876), je me suis même contenté 
d'en indiquer seulement la forme générale, sans donner les formules 
dans leur détail. 

Mais comme, dans un sujet nouveau, un résultat sûr, ne fût-ce 
même pas dans sa forme définitive, peut être utile pour des re- 
cherches ultérieures, j'espère qu'il ne sera pas sans intérêt pour la 
Société de connaître le système d'équations différentielles tel que 
je l'ai trouvé. 

Soient a, è, c, e quatre éléments positifs rangés dans leur ordre 
décroissant et qui satisfont à l'inégalité 

ae — ^c ^ o ; 
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Soient 

h =: a -{- b — c — e, 
tz= a — b -\- c — e, 

t=i a — b — c4-^, 

'2 b' r= y/cib'\- yfci, ^b" = yJcÂ — \fïî, 

le' =z y/oe -+- y/bc, ie" = ^^ — yjhc^ 

toutes les racines étant prises avec le signe positif, et soit g la 
limite commune à laquelle on est conduit en appliquant un nombre 
indéfini de fois l'algorithme 

«1 rrr -r ( fl 4- ^ -H c -f- e ), 

bi = -[^ab -f- ^ce), 
c, := -[)Jac -h ^be)^ 
^1 m - ( ijae -+- y/bc). 

Cela posé, il s'agit de définir la limite g par des équations dilTé- 
renti elles. 

Je choisirai comme variables indépendantes les trois quantités 

e//' bc'' ce'' 

En posant 

p'= i — q-\-qry q'=:i — r-hrp, r' = i — /> -+- pg, 
je déduirai de /?, y, /' les expressions rationnelles 

I — ^.i — r I — r,î — p I — /?. I — y 

Po= —, > qo= -7 ^ ''0= -f > 

_ pp' __ qq' _ rr' 

^'-K^' '^'-~^^' "'~r,p'q'' 

Comme variables dépendantes, j'introduirai trois quantités s, 
/, u qui dérivent de la transcendante g au moyen de différentia- 
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lions partielles, et que Ton définit de la manière la plus simple par 
une seule équation difTérentielle totale : 

.1 /? ^P ^Q ^f 

^ a p q r 

Gela posé, les différentielles ds, dt, du s'expriment en fonctions 
linéaires de dp, dq, dr et du second ordre en s^ t, m. 
Pour plus de simplicité, je poserai 

P q r 

dp 3 dq dr 

PoPi— =^^iP9 ^o5^i— =0i^, roT,--. = tfjr, 

d\og[poqoro) = ^, 

s — t — W=:25|, — .î -h f — « = 2^1, — S — t -h U = %Ui. 

Alors les équations différentielles qui définissent 5, t, u peuvent 
être écrites sous la forme suivante : 

o::zzids -l- A.J -h (qt-h ri)(^i/?-4- (pi-^ ^)^iq -H (/?j — -^ ) ^i ^ —S, 
o = '}.dt + A.r-4-(yi— r)^i;7 H-(^j-f-ri)^i^-f-(<7i-f-r)^ir — T, 
G = 2rftt^- A.ttH-(ri-Htt)^i/? -{- (rj — tt)^i<7 -f- (;?i-4- ^i)^|r— U, 

S, T, U désignant les expressions suivantes : 
S=s*$p -h u\$q-^t\^r, 

XJ=zt\^p -hsl^q -i-u^âr. 

En choisissant Sf, £4, U| comme variables dépendantes, les équa- 
tions différentielles prennent la forme 

o = idSi -4- A..yi — (^1 -4- ^ -+-ri)<yyi-4-( Si— qi-h u^)$r^ -4- Sj, 
o=:2dti -f- A.^i — [p^^e^^u^)^r^-^( 5i-f- ^i — rt) ^/?, + Ti, 
O = ndui -4- A . tti — (5i -hqi-h «1) ^Pi 4- (— /^i-+- ^ -h «i) $qi -h Ui, 

Si, Ti, U| désignant les expressions 

Si = — rt tt, <î>? -h 5, (5i -f- M, ) ^^ -t- 5i ( J, -4- <! ) (î;', 
Ti =: ri (rj -M£i ) (5>? — Ji «j <y^ 4- r, (5i -I- ^1 ) ^r, 
Ui = i£i(r, -4- «1 ) ^/? -f- «i (,vi -f- «i ) ^^ — j, /, (Jr. 
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Ce système de trois équations différentielles totales présente 
dans sa forme une analogie remarquable avec l'équation différen- 
tielle unique qui définit la moyenne arithmético-géométrique de 
deux éléments. Les variables indépendantes p, q^ r ne sont pas les 
seules pour lesquelles on trouve un système d'équations différen- 
tielles semblable à celui que l'on vient de proposer, et c'est, comme 
je l'espère, un autre choix de variables indépendantes qui conduira 
à un système plus simple d'équations différentielles. 

Le système. proposé d'équations différentielles totales, étant in- 
tégré, donne des expressions qui contiennent des constantes arbi- 
traires. Concevons que l'on ait donné à ces constantes les valeurs 
particulières qu'elles prennent dans le cas où g est la moyenne 
arithmético-géométrique des éléments a, A, c, e. 

Dans ce cas, les équations différentielles proposées s'intègrent 
par des séries ordonnées suivant les puissances et produits de 
puissances ascendantes de i — p, i — y, i — r, et qui convergent, 
lorsque chacune de ces différences est plus petite que l'unité, 
ce que l'on démontre aisément en introduisant dans l'intégrale 
double (*) par laquelle j'ai défini la moyenne arithmético-géomé- 
trique de a, J, c, e les quantités p, ^, r\ 

En négligeant, dans ce développement, les termes du second 
ordre et des ordres supérieurs, on obtient 

a 

c'est-à-dire que, dans ce développement, il n'y a point de termes 
du premier ordre, ce qui sufïit pour déterminer les valeurs que 
prennent dans le cas dont il s'agit les constantes de l'intégration. 
De ce qui précède il résulte que l'on peut développer suivant 
les puissances et produits de puissances de i — p, i — y, i — r la 

transcendante -> en se servant, pour le calcul des coefficients, des 

équations différentielles données plus haut. 

Je terminerai cette Note en indiquant, à cause de sa siniplicité, 



(*) Voir Mémoires de l*Ac€uiémie de Berlin, année 1878, p. 96 (Classe mathéma- 
tique). 
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le résullat auquel on parvient pour les termes du second ordre, 
qui sont 



Sur l'indice des fractions rationnelles; par M. Hermite. 
(Séance du 25 avril 1879.) 

Soient U et V deux polynômes de degré n et n — i, que je 
supposerai premiers entre eux; je me propose de montrer, par 
une considération directe et entièrement élémentaire, que l'indice 

V . . 

de la fraction -> entre les limites — 00 et H- 00 de la variable, 

donne la différence entre le nombre des racines imaginaires de 
l'équation U -f- 1 V = o, où le coefficient de i est positif, et le 
nombre de ces racines où il est négatif. Soit, à cet effet, 

U -f- / V = ( j: — «I — ib^ )[x — «2 — îh^) . . ,[x — «„ — /^,, ), 

et posons 

Ui -+- « Vi = (^ — «j — /^^j) . . . (.r — fl„ — ih^), 

de sorte qu'on ait 

U -f- / V = ( ^ - «, - /è, ) ( Ui -+- / Vi ) , 

et, par conséquent, 

Ur=(.r~fli)Ui4-^V„ 

Je remarque d'abord qu'il résulte de ces relations que les poly- 
nômes U et U, sont premiers entre eux; car autrement U et V 
auraient un diviseur commun, contre la supposition faite. Cela 
posé, l'égalité 

(U + i\) (Uj - /V, ) ^ (.r - «, - ih, j (UJ -+- y\] 
donne, en égalant dans les deux membres les coefficients de ?", 
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U Ui UUi 



Faisons croître maintenant la variable de — oo à -H oo ; puisque 
les polynômes U et U| ne peuvent s'évanouir pour la même valeur, 
on voit que Findice du premier membre sera la différence des 

indices des fractions — et — ^> qui va s'obtenir immédiatement. 

Supprimons, en effet, le facteur positif U^-t-VJ; nous sommes 

amené à la quantité * > dont la réciproque a un indice nul, de 

sorte qu'il suffit d'appliquer la proposition contenue dans l'égalité 

où 6 = 4-1 lorsque /(^o)>o, f{oCi)<lo^ 6 = — i si l'on a 
/(^o)<Co, /(^i) > o, et enfin g = o lorsque /(a:©) et /(a:| ) 
sont de même signe. Dans le cas présent, Xo= — oo , a:, =H- oc ; 
d'ailleurs U et U< sont de degrés « et n — i : il en résulte que e 
sera H- i ou — i suivant que bi sera positif ou négatif. 

La proposition énoncée à l'égard de l'équation U H- iV= o, de 
degré ri, se trouve ainsi ramenée au cas de l'équation U<-H i V4==o, 
dont le degré est moindre d'une unité, et, de proche en proche, 
on arrivera au cas le plus simple, à savoir 

où elle se vérifie immédiatement. 

Une première conséquence à en tirer, c'est que, en désignant 

V 

par I l'indice de — » c'est-à-dire l'excès du nombre de fois que cette 

fraction, en devenant infinie, passe du positif au négatif sur le 
nombre de fois qu'elle passe du négatif au positif, le nombre 
des racines imaginaires de l'équation U H- iV= o dans lesquelles 

le coefficient de i est positif est donné par la formule • 

Supposons ensuite que, en changeant x en x -^ il, U -+- iV de- 
vienne \J\-h iV), et soit Ix l'indice de — -• Le nombre des racines 
VII. 9 
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de l'équation proposée dans lesquelles le coefficient de i est 
supérieur à X sera : la formule donnera donc, en 

^ 2 2 

supposant ^<[/', le nombre des racines où le coefficient de i est 
compris entre les deux limites X et //. La transformée déduite de 
l'équation Uh-/V=o par le changement de x en ix conduira 
d'ailleurs de la même manière au nombre des racines dont la 
partie réelle est dans un intervalle donné. Considérons encore 
l'équation en 7 obtenue en faisant 



et la droite passant par les points dont les affixes sont g et h. 
L'indice relatif à cette nouvelle transformée donnera le nombre 
des racines de la proposée qui sont au-dessus ou au-dessous de 
cette droite, et, si nous remplaçons g et h parg^-f-A^ et h-hf^y 
de manière à définir une seconde droite parallèle à la première, 
la demi -différence des indices relatifs aux deux transformées 
représentera le nombre des racines comprises entre les deux pa- 
rallèles. 

En dernier lieu, je remarquerai que, si Ton suppose les quan- 
tités hi, éo, . . . j fffi toutes de même signe, on a 

I = H- /^ ou I := — //, 

selon qu'elles seront positives ou négatives. Dans les deux cas, la 

V . 
fraction — doit, par conséquent, passer 71 fois par Tinfini lorsque 

la variable croît de — 00 à -h 00 ; ainsi l'équation U = o a néces- 
sairement toutes ses racines réelles. C'est donc un nouvel exemple 
qui s'ajoute, en Al<;èbre, à Téquation dont dépendent les inégalités 
séculaires du mouvement elliptique des planètes et qui a été l'objet 
du travail célèbre de notre confrère M. Borchardt. Je ne tenterai 
point de suivre la voie qu'a ouverte l'illustre géomètre en appli- 
quant le théorème de Sturm à l'équation U = o pour oblenir, sous 
forme de sommes de carrés, les fonctions littérales dont dépendent 
les conditions de réalité des racines; mais je saisis l'occasion d'em- 
ployer, pour démontrer directement la propriété que j'ai en vue, 
une méthode que Sturm a lui-même donnée dans une Note du 



Digitized by 



Google 



- 131 - 

Journal de M. Lioui^ille, publiée à la suite d'un travail de 
M, Gascheau, intitulé application du théorème de Sturm aux 
transjormées des équations binômes, t. VII, p. 126 [voir aussi le 
Cours d'Algèbre supérieure de M. Serret, t. I, p. i83). J'intro- 
duis, à cet effet, la série entière des polynômes U< , U2, < . . , !!,/_<, 
en posant 

U>t-h ^'V* = [x — â5;t+i — if^k+\ ) ('^ — »k^i — '^A'+s) • . « (■^' — ^n— i^n)^ 

et je remarque que la suite 

U, U,, U,, ..., U,_,, I 

présente n variations pour x = — 00 et n permanences pour 
jc = -hco . J'observe ensuite que trois fonctions consécutives 
quelconques, par exemple U, U<, U2, sont liées par la relation 

Sous la condition admise à l'égard des quantités ij, b2f . . . , on 
voit donc que, quand une fonction s'annule, la précédente et la 
suivante sont de signes contraires; il en résulte que, en faisant 
croître la variable de — 00 à 4- 00 , des changements dans le nombre 
des variations de la suite considérée ne peuvent se produire qu'au- 
tant que c'est la première fonction qui s'évanouit. Puisqu'on perd 
n variations, il est donc démontré que le polynôme U passe n fois 
par zéro; en même temps nous voyons que, à l'égard de U, la 
fonction U| possède la propriété caractéristique de la dérivée, 

c'est-à-dire que le rapport — passe toujours, en s'évanouissanl, 

du négatif au positif, pour des valeurs croissantes de la variable. 
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IVote relative à deux théorèmes de Lagrange sur le centre 
de granité; par M. Jung. 

(Séance du 9 mai 1879.) 

Deux Notes intéressantes sur le même sujet de nos savants con- 
' frères MM. Laisant et Darboux ( * ) ont inspiré les considérations 

I qui forment l'objet de cette Communication. 

Etant données n masses m/ concentrées en autant de points A/ 
d'un plan tt (i =1, 2, . . . , n), soient G leur centre de gravité et M 
leur somme S m, c'est-à-dire la masse totale. Désignant par (j:), 
t^j) deux droites orthogonales du plan tt se coupant au point quel- 
conque O, et par xiy yi les coordonnées de A/ par rapport à ces 
droites, supposons formées les sommes J^: .= ^mij^ et J^= S/w/ x^?, 
qui sont respectivement les moments d'inertie des mi par rapport 
aux droites [x) et (j) considérées successivement comme axes de 
moments. 

Si Xqj /o désignent les coordonnées du centre de gravité G, et 
ka:y hy les rayons de gyration relatifs à [x) et à (j^); si, en outre, 
X étant l'antipôle de {x) [c'est-à-dire le centre de second degré du 
système par rapport à l'axe {x)], jx en est l'ordonnée, et si, Y 
étant l'antipôle de (j^), Xy en est l'abscisse, on aura les relations 
bien connues 

^^iy\ = ^' M = Jo J;rM, 
^ iHi x\ =z h y. M zir .ro XyM, 

lesquelles, observant que x]-\-j^=z OA/ , donnent, par addition, 

liriiOXi — (/,2 4. /,2 ) M ~ (.ro^^.-h J-ora:)M. 

Maintenant, soient [x') \\ [x) et [j') \\ [j) deux autres axes de 
coordonnées passant par G, et désignons par x'^. la nouvelle ab- 
scisse de Y et par j^[^. la nouvelle ordonnée de X, de manière que 
jCj,— Xo-h x'y, >ar=JKo-+-j>>*' îiloi's on trouve, posant OG = D, 

.ro.r^- H- Jo Jx — D* -r [nr,^x\ -f- Jo/r)- 
(») Voir Bulletin, t. VI, p. igS, et t. VII, p. 7. 
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On 


a 


donc, 


en résumant, 






(«) 






2/w^ 


OA, =: 


:H«M, 


où 












(i) 






H2 = ^i-h^^, 







(2) H* = ^o-^r + ro7ar. 

(3) H2rrrD«+(Xo4-+-roj:r)^ D =: OG; 

chacune de ces identités, combinée avec l'équation (a), donne un 
théorème bien facile à énoncer. Par exemple, de l'équation (i), 
on a ; 

I® L'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour cathètes 
les rayons de gyration correspondant à deux droites orthogo- 
nales quelconques passant par O, multipliée par la niasse totale M, 

est, quel que soit le point O, égale à la somme Hmi OA, . 
Proposition qui contient le théorème bien connu : 

La somme Ja:^- Jj relative e à deux droites [x)y [j) der,, ortho- 
gonales et passant par O, est indépendante de l'orientation des 
( x), [j) dans le plan tt. 

Et de l'équation ( 2 ) on a : 

2*^ Si X <?f Y sont les antipôles de ces droites [x) et {y), la 
somme de rectangles {xQXy-{-jQjx) ayant pour dimensions, 
l'un les distances dé Y et G de [x), et l'autre les distances de X 
et G de[y)j est aussi indépendante de l'orientation de [x) et [y) 

dans le plan tt, et se consers^e constamment égale à S/n/ OA^ . 

De l'équation (3), H et D ne dépendant que de O et G, on 
tire une proposition analogue qui se rapporte à la somme de rec- 
tangles [xoXy.-^yç,y^). 

Mais il y a de plus : 

3*^ Cette dernière somme {xqX -^y^y^,) , non-seulement ne 
dépend pas de l'orientation des droites {x) et [y) dans le plan tt, 
mais elle est indépendante même de O, c'est-à-dire qu'elle reste 
invariable de quelque manière que le point O se déplace en tt. 
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On pourrait se persuader de cette vérité partant du théorème II 
de Lagrange ; mais, indépendamment de ce théorème, elle se dé- 
montre par la simple observation que, Torientation de (a:), {j), et 
par conséquent de {x')y {j^)f n'ayant pas d'influence sur la valeur 
{^oJ^'y-^Joyj:)} on peut supposer que (x'), (j> ') coïncident avec 
les axes principaux (x'), \Jj du système* En effet, désignant 
par XojJq, Xyy j^. les quantités relatives à cette orientation parti- 
culière, analogues à XqjJq^ ^'yj^xf P^^ ^^y ^r ^^^ rayons de gyra- 
tion correspondant à \x^), [j '), et par k^, h y ceux relatifs à deux 
autres axes orthogonaux {x')y [y') passant par le centre de gra- 
vité G, on a 

•^0 ^'y -+- r y'x = ^0 -4 "+■ ^0 y^r 

et 

par conséquent, {x^) étant perpendiculaire à (j^'), 

/ * -+- k^ = A-^ -+-/* = const. = .Tq x^. -4- jo y^-^ ^- <^- *'• '*- 
Posant 

(4) K'=Â-i+/j, 

au lieu des équations (3) et (a), on peut écrire 

(5) H* = D2^K«, 

(6) 2/w/ÔÂ^'=D*M-4-2/w,GÂ]'. 

Maintenant, si l'on convient de nommer moment d'inertie du 

système par rapport (ou correspondant ) à un point O la somme 

2 

2m/ OA/ , et rayon de gy ration par rapport à O le segment H 

défini par l'identité 



H* = 



M 



(*) On sait qu'un point est réciproque (conjugué) à tous les points de son anti- 
polaire; que les points réciproques AA', BB', CC% ... placés sur une droite r sont 
conjugués en inyolution ; que, si r passe par G, ce point est le centre de l'inyolution ; 
et qu'enfin la constante GA.GA' de cette involution est (en valeur absolue) égale au 
carré du rayon de gyration correspondant au diamètre conjugué à r {uoirt par 
exenople, mes Notes dans les Rendicontiy années 187a, 1876^ 1^79)' 
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les équations (5) et (6) permettent de conclure qu'entre deux 
moments d'inertie se rapportant, l'un à un point arbitraire O, 
l'autre au centre de gravité G du système donné de masses, et 
entre les rayons correspondants de gyralion H etK, il y a la même 
relation bien connue qui existe entre les quantités analogues se 
rapportant à un axe quelconque (x) et à l'axe parallèle (x') passant 
par G, c'est-à-dire qu'on a le théorème suivant : 

Théorème A. — Le moment d'inertie du système de masses 
données par rapport à un point O [ou à un axe (a:)] est égal au 
m,oment d'inertie du sjstème par rapport au centre de gray^ité G 
[ou respectivement par rapport à l'axe barycentrique (x') || (x)], 
augmenté du moment d'inertie par rapport au même point O 
[ou respectivement par rapport au même axe (a:)] de la masse 
totale M concentrée au point G. Le rœyon de gjration H par 
rapporta O [ou à (o:)] est l'hypoténuse d'un triangle rectangle 
ayant pour côtés : i^ la distance D du point O [ou respectivement 
de l'axe (x)] de G\ 2*> le rayon de gyration K relatif à G [ou 
respectivement à (x')]. 

Tout ce qui précède est indépendant des théorèmes de Lagrange, 
et il serait bien facile d'en déduire ces deux théorèmes; mais je 
préfère les considérer comme connus et remarquer que, si l'on 
en invoque un, l'autre s'ensuit immédiatement de l'équation (6). 
En effet, pour s'en convaincre, il suffit d'observer que les deux 
théorèmes de Lagrange s'expriment, avec nos notations, par les, 
identités suivantes : 



-2 



(o) I. =- =z2/W/GA/ , 

/ \ « VI 'Z ^ ^4., 22/W~A»cA;.Ac 

(9) II. 2m,0A/ =rDni H M " 

et de comparer ces identités avec l'équation (6). L'équation (8) 
donne, en outre, le théorème suivant : 

Théorème B. — La somme des produits des masses combinées 
deux à deux et respectivement multipliées pa:r le carré de leur 
distance respective est égale au moment d'inertie du système par 
rapport au centre de grai^ité G, multiplié par la masse totale* 
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On peut donc raisonnablement regarder toutes les propositions 
énoncées ci-dessus comme contenues dans celles de Lagrange, ou, 
si Ton veut, on peut considérer le théorème A, combiné avec B, 
comme des énoncés différents des théorèmes de Lagrange. 

Ajoutons encore comme conséquences évidentes : 

Théorème C. — La somme constante de rectangles ocç^x^-^j^y^. 
définie plus haut, multipliée par le carré de la masse totale, est 

2 

égale à la somme de produits m^nirnigArAg définie dans le 
théorème B. 

Théorème D. — Quel que soit le point O en ity si D est sa dis- 
tance du centre de gravité et H son rayon de gyration, la diffé- 
rence H^ — D^ est constante. 

Des considérations tout à fait semblables aux précédentes con- 
duisent aux théorèmes analogues pour le cas où les masses mi sont 
concentrées en des points A/ placés d'une manière quelconque 
dans l'espace. 

Encore une remarque. Le premier théorème dont M. Darboux 
s'occupe dans sa Note s'exprime par la formule 



laquelle, comme ce savant géomètre l'observe, coïncide avec le 
théorème II de Lagrange, si l'on pose 

5K = M.ÔG=rMD. 

Par cette même position, nos équations (5) et (6) deviennent 

Ôr'= M2m, ÔÂ^^— M2//2, GÂ^\ 
lesquelles sont susceptibles de l'interprétation suivante : 

Théorème E. — Les mi étant des masses concentrées aux 
points A/, et O désignant un point arbitraire, la résultante OR 
des forces mt OA/ est telle, que le rapport de son carré au carré 
de la masse totale est égal à la difiérence des carrés des deux 
rayons de gyration du système, correspondant l'un au point 
donné O et l'autre au centre de gra\^ité G. 
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Cette résultante OR varie en général avec O ; mais elle reste 
constante en grandeur pour tous les points O placés sur une cir- 
conférence quelconque de centre G. 

Si au lieu de masses les mt désignent des coefficients positifs ou 
négatifs affectant les points A, (c'est précisément Thypothèse de 
M. Darboux), il y a lieu à considérer le cas de S/7i = M = o. 
Alors, à moins que la résultante OR même ne soit- zéro, elle est 
constante en grandeur et en direction de quelque manière que 
le point O se déplace. Gela, entre autres, résulte aussi de l'équa- 
tion ((3), comme M. Darboux l'a observé. 

Mais, dans ce cas, si on laisse de côté un quelconque des points 
et le coefficient relatif, par exemple le point Kh avec le coeffi- 
cient m^ (point affecté qu'on désigne ordinairement par m/^A/t), 
et si Go est le centre de gravité des autres n — i points affectés 
niiAi (i = 1 , 2, , . .y h — I , /^ H- I , . . . , n), on sait ( * ) que cette 
résultante constante, en grandeur et en direction, est donnée par 



de manière que, dans cette hypothèse de M = o et de OR non zéro, 
l'équation ((3) devient 



22 m f. ntg AfAg = — ml Gq Ay^ 



Maintenant, observant que m^GoA/i n'est autre chose que le 
moment d'inertie du point A^ affecté du coefficient m/i par rapport 
au point Gq, on a le théorème suivant : 

Théorème F. — Si pour M.=zo la somme constante 



22/71,, mg A;.A^ 

nest pas nulle, elle équi\^aut au moment d'inertie de l'un quel- 
conque Ah des n points donnés, pris par rapport au centre de 
granté Go des autres n — i et multiplié par le coefficient corres- 



i pondant nih, changé de signe. 



(*) Cremona, Elementi di Calcolo grafico^ n° 124, p. C5 (Torino, 1874); cfr. MÔBius^ 
Lehrbuch der Statih^ t. I, § 107, p. 197 (Leipzig, 1837). 
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L'înlerprétation de la même somme pour le cas de M différent 
de zéro est contenue dans le théorème B, car évidemment ce théo- 
rème subsiste aussi dans l'hypothèse actuelle où les m/ ne désignent 
plus des masses (ou coefficients positifs), mais des coefficients 
quelconques [positifs ou négatifs)* 

On peut considérer ce qui précède comme une manière diffé- 
rente d'établir et d'énoncer le deuxième théorème dont M. Darboux 
s'est occu|>é, et dont on pourrait tirer les conséquences [Bulletin, 
t. Vil, p. Il) d'une autre manière encore, en les déduisant direc- 
tement des Elementidi Calcolo grafico (n** 121, p. 63) cités plus 
haut; précisément comme le premier théorème traité par M. Dar-^ 
boux (/oc. cit,y p. 8) pourrait aussi se déduire presque immédia- 
tement du n** 119, p. 65 du même Ouvrage de M. Cremona. 



Solution simple d'un problème de Géométrie descriptive 
élémentaire ; par M. Hermary. 

(Séance du 23 mai 1879.) 

Inscrire une sphère dans un tétraèdre, (D'une manière plus 
générale : Déterminer les sphères tangentes à quatre plans.) 

Lemmes évidents. — I. Une sphère étant inscrite dans un 
dièdre, si l'on vient à fermer le dièdre dans le sens convenable 
pour écraser la sphère, les points de contact viennent en coïnci- 
dence. 

II. Si une sphère est inscrite dans un trièdre, les points de 
contact sont tous les trois à la même distance du sommet. 

Solution, — Je rabats trois des faces du tétraèdre sur la qua- 
trième prise pour base, toujours de manière à écraser la sphère 
que j'ai en vue. Après cette opération, tous les points de contact 
doivent être en coïncidence (lemme I) et les trois rabattements 
du sommet doivent être tous les trois à la même distance du point 
où la coïncidence a lieu (lemme II). Ce point est donc le centre 
du cercle qui passe par les trois rabattements. 
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Discussion. — Je donne un signe à chaque rabattement, ainsi 
qu'à la base, qui est son propre rabattement, et je conviens que 
deux rabattements seront de même signe si les triangles qui for- 
maient les faces empiètent Fun sur l'autre; ils seront de signes 
contraires dans l'autre cas. On voit immédiatement qu'un change- 
ment de tous les signes ne change pas la solution. Il y a toujours 
huit solutions, savoir : 

H — I — I — h ... I solution. -^ Sphère inscrite proprement dite; 

-hH — I et permutations. . . 4 solutions. — Sphères exinscrites 

analogues aux cercles exinscrits du triangle ; 

H — I et permutations. . . 3 solutions. — Sphères inscrites 

dans les combles. 

J'ai fait la figure ( * ) pour lun de ces derniers cas, qui sont les 
plus intéressants. 

BCD est le triangle pris pour base ; les rabattements du sommet A 
sont désignés par cette lettre affectée d'un indice qui rappelle le 
sommet opposé au triangle rabattu, et, en outre, d'un accent dans 
le cas du rabattement de signe contraire à la base. 

Pour déterminer la sphère du comble BC, j'ai donc pris les 
rabattements A^, A'^ et A^. On voit immédiatement que les per- 
pendiculaires aux milieux des côtés A^A^ et A</A'^ sont les bissec- 
trices des angles A^BA^ et A'^C A^. La condition pour que la sphère 
soit dans le comble BC est 

BCD -f- DCA — BCA ^^, CED -f- DBA ~ CBA ^ ^ . 

BCA H '-+- CBA H > 2 droits 

1 2 

ou 

(BCA 4- BCD -4- DCA) -+- (CBA -f- CBD H- DBA) > 4 droits. 

Si cette condition n'est pas satisfaite, son analogue l'est forcément 
pour le côté AD, et la sphère se trouve dans le comble dont ce 
côté est le faîte, etc. 

Scolie, — Lorsqu'une sphère est inscrite dans un trièdre, le 
point de contact de l'une des faces est sur la bissectrice de l'angle 
formé par les rabattements du troisième côté autour des côtés de 

(') Le lecteur est prié de faire la figure. 
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ladite face. Cela résulte de la solution précédente, et cela peut 
s'établir directement sans la considération de la quatrième face du 
tétraèdre. 

D'autre part, les distances de ce point de contact aux deux 
côtés sont proportionnelles aux cotangentes des demi-dièdres adja- 
cents. Cette condition détermine également une droite qui passe 
par le point de contact de la sphère et qui doit nécessairement 
coïncider avec la bissectrice dont il a été question. 

En exprimant que cette coïncidence a lieu, on trouve une série 
de formules de la Trigonométrie sphérique. 



Note sur les relations entre les éléments caractéristiques d'une 
courbe gauche et les accélérations du point qui la décrit; par 
M. Haag. 

(Séance du 9 mai 1879.) 

Lorsqu'un point mobile décrit une trajectoire, il est clair qu'il 
doit exister des relations entre les éléments géométriques qui 
caractérisent cette trajectoire et les accélérations de divers ordres 
du point qui la décrit. En effet, la connaissance de ces accéléra- 
lions entraîne celle de la courbe, et par suite celle des éléments 
géométriques qui, comme la tangente, le plan osculateur et le 
rayon de courbure, servent à la caractériser en chacun de ses 
points. 

J'ai donné ces relations pour le cas des courbes planes dans les 
feuilles autographiées du Cours de Géométrie commencé à l'École 
polytechnique de Bordeaux en 1870. Depuis, dans une Note in- 
sérée aux Annales de l'Ecole Normale (année 1874? P- i47)> 
M. Bouquet a développé une méthode analytique permettant de 
calculer ces mêmes relations pour les courbes gauches. Je reviens 
aujourd'hui sur la question pour montrer que le calcul géomé- 
trique très-simple par lequel j'étais arrivé au résultat dans le cas 
des courbes planes peut s'étendre sans difficulté aux courbes à 
double courbure. 

Considérons en un point m de la courbe gauche le trièdre ui- 
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rectangle formé par la tangente mt dirigée dans le sens du dépla- 
cement sur la courbe, la normale principale mn dirigée [vers le 
centre de courbure, et la binormale mp dirigée vers le centre de 
cambrure, c'est-à-dire du côté du plan osculateur où est situé le 
centre de la sphère osculatrice. 

Désignons par doL Tangle de contingence et par dQ Tangle de 
torsion correspondant à Tare élémentaire ds. Désignons encore 

par «1, «2? «3^ • • •> ^1 j ^2» ^3, • . • les coefficients différentiels -^> — 

as as 

et leurs dérivées respectives par rapport à Tare, et par if la vitesse 

— du point mobile. 

Enfin, appelons T, N et P des grandeurs géométriques égales à 
l'unité portées dans les trois directions mty mn et mp précédem- 
' ment définies. 

Il est facile de reconnaître qu'on a 

(l) 1 ^N=:— T^a-hP^l9=(— Tpal4-P^^0l)^^ 

Cela posé, si u est le rayon vecteur du point mobile m, la gran- 
deur géométrique de sa vitesse sera 

et les difFérentiations successives de ce produit fourniront sans 
difficulté les accélérations d'ordres successifs du point mobile. 
Ainsi, 



d'^u dif ^ - „ 



(3) 



î^ = (ë^-H^^('4'««-*-S"-" ''"'''''' 



Sans pousser plus loin les calculs, on voit parfaiteinent quelle est 
la marche à sui\Te pour obtenir l'expression générale de l'accélé- 
ration d'ordre n au moyen des fonctions ai, «a, . . ., 6i, 62» • • ♦ 
qui caractérisent géométriquement la courbe. 
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Pour achever de résoudre la question proposée, il reste à trouver 
les relations qui lient ces fonctions «<, «2, . . ., ^i? ^2> • • • aux élé- 
ments géométriques d'une nature différente qui ont été adoptés 
jusqu'ici dans l'étude générale des courbes gauches. 

Ces relations s'établissent sans aucune difficulté. Par exemple, 
en désignant par p et r les rayons de courbure et de cambrure, 
on a immédiatement 

ds p 
dB I 
ds r 

Soit maintenant R le rayon de la sphère osculatrice ; d'après une 
relation connue, 



'■-"(î)' 



et, comme -j- = r = — P'*«2i 

ds a: ' 



d'où 



1 



R«z=:p*+û*r»aî 



p^ r çr r 



en désignant par h la grandeur positive de la perpendiculaire 
abaissée du centre w de la sphère osculatrice sur le plan oscula- 
teur à la courbe ; il est facile de s'assurer d'ailleurs que c'est le 
signe — qui doit être adopté devant la valeur de a^* 

Le mode de formation des équations (3) permet d'énoncer le 
théorème suivant : 

Lorsqu'un point mobile décrit une courbe gauche, si sa ^vitesse 
et ses n premières accélérations sont données, son accélération 
d'ordre n-i-i a son extrémité située sur une parallèle à la tan- 
gente et son accélération d'ordre n -i- 2 a son extrémité située 
dans un plan parallèle au plan osculateur. 

Cette proposition est l'analogue, pour les courbes gauches, d'un 
théorème que nous avons précédemment démontré sur les surfaces 
{Bulletin, t. V, p. i66). 

Terminons enfin par une remarque relative à l'expression de la 
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suraccélération. Si dans cette expression on suppose (^ constant, 
et si Ton remplace «<, «o et 9t par leurs valeurs, on trouve 

fPu V^ _ V^/l ^, ('3 _ 

et la valeur des composantes dirigées suivant la normale et la 
perpendiculaire au plan osculateur fait voir que leur résultante 
partielle est dirigée suivant la perpendiculaire au rayon mw de la 
sphère osculatrice. 11 en résulte que, dans le mouvement uniforme 
d'un point sur une courbe gauche, la sur accélération est située 
dans le plan tangent à la sphère osculatrice, propriété qui a 
quelque analogie avec celle de l'accélération, dirigée suivant la 
normale principale dans le mouvement uniforme (* ). 



Intégrales des courbes dont les développantes par le plan 
et les développées par le plan sont égales entre elles; 
par M. Fabbé Aoust. 

(Séance du 27 juin 1879,) 

1. État de la question, — Lancret appelle développée par le 
plan d'une courbe l'arête de rebroussement de la surface enve- 
loppe du plan normal à cette courbe, de sorte que, réciproque- 
ment, cette dernière est la développante par le plan de la première. 
Dans la question posée, il y a trois espèces de courbes à consi- 
dérer : les courbes G, qui sont les développantes par le plan 

(*) 11 est facile de s'assurer par le calcul algébrique de l'exactitude de ce dernier 
résultat. En effet, rapportons le point mobile décrivant la courbe à des coordonnées 
ayant leur origine au centre de la sphère osculatrice ; la quantité 

étant constante pendant trois éléments de temps consécutifs, pourra ôtre trois fois 
diflerentiée comme telle, et, si l'on observe, dans ces différentiations, que 

est aussi constant parce que la vitesse est uniforme, on arrive à la relation 

dx d* jc -^ dj d*jr -\- dz d* z =: o, 
qui exprime précisément le résultat ci-dessus énoncé. 
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des courbes G< ; les courbes C2, qui sont les développées par 
le plan des courbes C|. La ijuestion consiste à déterminer les 
courbes C< de telle sorte que les courbes G et les courbes C2 soient 
égales entre elles. 

Cette question est, dans sa généralité, au-dessus des forces 
de l'analyse, à cause des intégrations qui ne peuvent s'effectuer, 
mais elle mérite l'attention des géomètres à cause des simplifica- 
tions dont elle est susceptible et des faits qui sont dévoilés par 
l'usage des coordonnées naturelles des courbes. En effet, lorsqu'on 
fait usage des coordonnées cartésiennes, on est conduit à une 
équation différentielle du douzième ordre ; au contraire, si l'on 
fait usage des coordonnées naturelles, la question se partage en 
trois opérations distinctes, qui sont : x° l'intégration d'une équa- 
tion différentielle linéaire du quatrième ordre; 1^ l'intégration 
d'une équation différentielle linéaire du troisième ordre; 3*^ une 
triple quadrature. Or, ces deux équations différentielles se ramè- 
nent à deux équations différentielles identiques du troisième ordre, 
l'une et l'autre linéaires. Lorsqu'on a trouvé les intégrales des 
courbes C^ on obtient les intégrales des courbes G et des courbes 
G2 sans intégrations nouvelles. Il existe d'ailleurs des cas intéres- 
sants dans lesquels l'intégration de l'équation résolvante du troi- 
sième ordre est possible, ainsi que le calcul des quadratures, et, 
dans ces cas, la question obtient une solution complète. Cette 
question peut être généralisée si, au lieu de se donner la condition 
que les courbes G et G2 sont égales, on se donne la condition que 
ces courbes sont semblables. 

2. Equation résolvante. — Soient dQydt^ dtù l'arc élémentaire, 
l'angle de contingence et l'angle de torsion de la courbe G; soient (|/ 
le rapport de rfe à <ico exprimé en fonction de o) dont la différen- 
tielle est <i&), |0 et t' les rayons de courbure et de torsion ; nous repré- 
sentons par les mêmes lettres marquées des indices inférieurs 1 
et 2 les éléments de même nom des courbes Qa^ et G2. 

La nature de la question laisse indéterminé le rapport îp; en 
effet, on a, par suite de l'égalité des courbes G et Go, la série des 
rapports égaux 



ch dz^ 



) 



Vj 
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or, les conditions du problème étant que p et p2 sont égaux entre 
eux ainsi que x, et t^o? comme l'égalité des rayons de courbure p 
et p2 entraîne, par suite des équations (i), l'égalité des rayons de 
torsion t, et t-a et réciproquement, il en résulte que le rapport ^ 
reste indéterminé. 

Par suite de la relation qui existe entre le rayon de courbure 
d'une courbe et le rayon de courbure de l'arête de rebroussement, 
on a les deux équations 

dont la seconde se déduit de la première par suile des égalités 
suivantes : 

ds =■ û?Mj, d(ù = dsi, dsi =z </ft>j, do^i -=2 ds^. 

Donc, si l'on suppose po et p égaux entre eux, et qu'on représente 
par (/;' la dérivée de ^ par rapport à o), on tombera sur l'équation 
difTérentielle linéaire du quatrième ordre 

qui est l'équation résolvante du problème. Posons -- égal à (i; 
l'équation précédente passe au troisième ordre et deviendra 

3. Intégrales de V équation résolvante, — Soient M|, Mo, M3 

trois solutions particulières de l'équation (4), et Aq, A<, Aa, A3 

quatre constantes arbitraires; l'intégrale générale de l'équation (3) 

sera 

p = Aq H- 2 AyMr/w, 

le signe S s'étendant aux valeurs que prend l'expression placée 
sous ce signe lorsque A et M sont affectés des indices i, 2, 3. 
Cette intégrale exprime la valeur du rayon de courbure de la 
courbe C en fonction de co. 

Pour avoir le rayon de courbure pi de la courbe G<, il faut re- 
courir à la première des équations (2), laquelle donne l'expression 

VII. lo 
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suivante de p< : 

(6) p.=-Ao-2A(^+/Mrf«). 

La valeur de Vi se déduit de cette expression; en effet, on a les 

relations 

il suffit donc de diviser par ^ le second membre de Téquation (6) 
pour avoir V|. 

La valeur du rayon de courbure p2 de la courbe G2 s'obtient de 
même sans difficulté au moyen de la seconde des équations (2) : 

La valeur du rayon de torsion t^o de la courbe G2 s'obtient en mul- 
tipliant par ^ le second membre de cette dernière équation. 

4. Intégrales premières, — L'intégrale générale de l'équa- 
tion (3) n'est pas possible, mais on peut en obtenir une intégrale 
première. Ce fait a une grande importance dans cette question. 

En effet, si l'on multiplie la première des équations (2) par 2 dp 
et la seconde par idpiy qu'on ajoute et qu'on intègre, on trouve 

(8) _^/p,^o,_2/p,rfp = p«+g+pj+_^^., 

or, si l'on intègre par parties la première intégrale du premier 
membre, et qu'on représente par c^ la constante d'intégration, ce 
premier membre se réduit au binôme c^ — np^p^; on a. donc, ré- 
ductions faites, l'équation 



(8)' 






qui est du troisième ordre et qui devient du second ordre en p. 
Nous récrirons sous la forme suivante : 



V' 



di»} 



^ dr,r- 
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Sous cette forme, elle devient une seconde fois intégrable si le 
rapport ^ est donné en fonction de fi. En effet, si Ton pose 
ij» = /''(|ui), on obtient, par l'intégration immédiate, 



fM = \/<^'- 






On a donc les deux équations 

( C) j doi=: —===============1 î d(0 r— ^^ ^ 



L'intégration de la première donne fx en fonction de w; soit F(6)) 
cette fonction, qui contient deux constantes arbitraires; on a les 
deux relations • 

et conséquemment les deux intégrales 

dans chacune desquelles est contenue une nouvelle constante arbi- 
traire. 

Il est évident que ces deux relations sont les deux équations 
naturelles de la courbe G. 

On en déduit : i** la rectification de la courbe C, puisque Tare 
de courbe s est donné par l'équation 

s=f/'[¥{o^)]d<^fF{.>)dco; 

a** le rayon de torsion de cette même courbe, lequel est donné par 
la dérivée par rapport à co de l'équation précédente. 

Il serait facile, comme on l'a fait au numéro précédent, d'ob- 
tenir les rayons de courbure et de torsion des courbes C< et C2, et 
par conséquent les équations naturelles de ces courbes. 

5. Du trièdre des axes mobiles. — La tangente T|, la binor- 
male v^ et la normale principale p^ forment, en chaque point de 
la courbe d, un trièdre trirectangle ; or la direction de chacune 

des arêtes de ce trièdre ne dépend que du rapport — > que nous 
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avons représenté par ^. En effet, on a les trois équations 



{ rfcos(Ti, x) = r/wcos(|3i, ar), 

^COs(vi, x) = de cos(|3i, .r ;, 

COs(pi, .r) z=z — r/wCOs(Ti, :r) — (h COs(vi, .r), 



\: 



de sorte que, si l'on veut intégrer le système, ou trouve Téquation 
résultante 

rP cos ( T, , .r ) y r/* cos ( t, , .r ) 
, clw^ 6 d(ù^ 

(4)' l 

( +('^^) 1 ^ -^-COS(T.,..)=-0. 

Cette équation résolvante est identiquement la même que l'équa- 
tion (4); conséquemraent, si Ton représente par a<, a^-, «3 trois 
constantes, on a l'intégrale générale 

cos(t,, x) z=z laM, 

la somme S s'étendant à toutes les valeurs que prend le produit aM 
lorsqu'on affecte simultanément a et M des indices i, 2, 3. 

Soient maintenant &|, £2? ^3? Ci^ C2, C3 six nouvelles constantes 
qui sont des fonctions des précédentes ; par suite de l'orthogona- 
lité des axes, on a le Tableau suivant : 

COs(T,,.r) rzr 2aM, COs(t,,7) irrr^/^M, COs(Tt, s) rtrz 2cM, 

, . y. dM , ., JM , . ^ du 

cos Pi, .r =: 2rt-^-> cos p^, j — Zh---y cosfpi, ^j ~ 2c--— 5 






cos(v,, .r) z=:2[b^c^ — c^b^){ 

COS(v,, j) — 2(Ci«2— «,Cj) f 

C0S(V,,2) =2;(ai^^2— ^\^^)\-—-'~i^ ) ' 

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs des expressions placées 
sous ce signe par suite de la rotation simultanée des indices. 
Il résulte de cette analyse que la direction des axes du trièdre 

mobile ne dépend aussi que de la valeur de — - fournie par l'inté- 
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gration de réquation (8)', dans laquelle on suppose la constante c^ 
«gale à l'unité. 

Il importe de remarquer que deux des trois constantes a^^a^, «3 
sont arbitraires, parce que la somme des carrés des cosinus des 
angles que l'axe des :jc fait avec les trois axes mobiles est égale à 
l'unité. Ceci revient à dire que la question qui consiste à déter- 
miner la direction des axes mobiles en fonction de i/ ne peut dé- 
pendre que d'une équation différentielle du second ordre. On 
trouve immédiatement cette équation lorsqu'on remplace dans le 
système (10) la deuxième équation par la relation 

COS*(ri,.r) -h COS*(vi, .r) -t- cos*(|3i, :r) = i; 

on obtient alors l'équation différentielle 

J;^Ucos(r,,.) 



qui concorde avec l'équation (8)''', dans laquelle il suffît et il est 
nécessaire de faire la constante c égale à l'unité» Cette conclusion 
confirme ce que nous venons de dire dans le précédent alinéa. 

Le D"^ Hoppe a, le premier, démontré par une transformation 
analytique élégante, et nous avons aussi démontré par des consi- 
dérations géométriques, dans notre Analyse des courbes dans l'es-- 
pace, que cette dernière équation est réductible à une équation 
différentielle linéaire du second ordre ; mais cette équation sim- 
plifiée présente toujours les mêmes difficultés d'intégration. 

6. Coordonnées cartésiennes des courbes. — Commençons par 
déterminer les coordonnées de la courbe Q\ ; si l'on représente 
par a«, /Si, y^ trois constantes arbitraires, on déduit de la relation 
triple se rapportant aux trois axes Xy y, z, 

dxi 

— - =:COS Ti, a:), 

les trois équations contenues dans le type suivant ; 

^'i — «, Tzr. fcos { r, , .r ] rfci, 
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Or, si Ton y remplace les cosinus des angles que t< fait avec les 
trois axes iixes par leurs valeurs données par les premières équa- 
tions (il) et d<Ti par Texpression fournie par Téquation (6), on a 
les trois relations données par le type suivant : 



r^ — aj 



.:::,_ Ç Uo -h Ia"^ ^ lA/Udc^j {laM) fif., 



lesquelles donnent les trois coordonnées cartésiennes de la courbe 

c,. 

Les coordonnées x,jr, z de la courbe C et les coordonnées x^, 
ji^ Z2 de la courbe C2 sont données par les équations contenues 
dans les deux types suivants : 

(C) .r| — a: rrr p cos ( pi , .r ) — --- C()s(t,, j:), 

(Qï) .^2 — ^i = piCOs(p,, .r) — -^ cos(v,,.r), 

dans lesquelles toutes les quantités, à Texception des coordonnées 
du point de la courbe que Ton considère, sont connues en fonction 

de w, par suite des équations (11) et (12). 

7. applications. — L'intégration de l'équation (4) n'est pas 
possible d'une manière générale; mais nous avons fait connaître, 
dans notre Analyse des courbes dans l* espace, les séries des diffé- 
rentes valeurs de ^ dans lesquelles cette intégration se pratique ; 
nous nous contenterons de l'examen de deux cas. 



l^remier cas : 

X étant une constante. Dans ce cas, ^ étant proportionnel à |u^ 
l'équation (8)'' donne 

Si Ton représente par Olt^ le second membre de cette équation^ 
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on a les deux relations 

(q) ^w=r:-î-> de = «L ' 

Si l'on pose, pour abréger, 

c* — )i«/i* = )^U«, I — il*a^ =1 2X*B«, A* 4- B* = /i«, 
A, B et 72 étant des auxiliaires, la dernière équation (9)' devient 



ch = 



î^â 



V^/2«— (B-f-f*' 

dont rintégrale, en représentant par eo la constante arbitraire, 

prend la forme 

B-h /** = /isin(fi — sq), 

de sorte que, si, dans cette équation, on remplace (i par sa valeur, 
on trouve 

(10) 2>- = 



û^« V^/2sin{e — so) — B 

dont rintégrale dépend de la fonction elliptique de première 
espèce. D'une autre part on a, parla nature même de l'hypothèse, 
la relation 

ds = T.'kdp, 

de laquelle on déduit par intégration la nouvelle relation 

(11)' 2>.(p-po) = (s-fo), 

dans laquelle 2lpQ — s© est une nouvelle constante. Cette équation 
et l'équation (10) sont les équations élémentaires de la courbe G. 
On déduit de la dernière, combinée avec la relation ds= pàe^ 
l'équation suivante : 

qui exprime une des deux propriétés caractéristiques de la courbe. 

Trièdre des axes mobiles. — La valeur de cos(v, x) est donnée 
par l'équation différentielle (10)', dans laquelle G est l'unité et a<, 
A<, Bi. 72<, z^ sont de nouvelles constantes, analogues à a, A, B, 
/i, €©> et correspondent à Thypothèse G égal à l'unité; on aura 
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donc les deux équations 

I ds 

ces ( V, .r ) = v«i siii ( e — Si ) — Bj =: -^ -j- 9 

desquelles on déduit, par la différentiation, 

d cos ( V, X ) w, cos f e — £1 1 </e , , , 

) ^ =. ' ^- — =://7iCOS S-Ei). 

^^« 2\//'iSin(e — ffij — Bi '»" 

On a donc, en ayant égard aux équations analogues aux équa- 
tions (10), 

(•os(p, .r) = >/îi cos(e — Si), COs(t, .r) = ^/i|Sin(s — Sj) -f- /w, 

m étant une nouvelle constante arbitraire. 

Ces équations donnent la direction des axes mobiles en fonction 
de e. 

Coordonnées cartésiennes, — On déduit des équations précé- 
dentes les coordonnées Xy y^ z de la courbe G, lesquelles sont 
données par le type suivant : 

X — a=:y[m -h >/?, sin(s — ei)]poH t-^ dz^ 

jl a 

et, comme l'intégration du second membre est possible, on a les 
coordonnées x^jj z de la courbe G en fonction explicite de £. 

II est facile de voir que les coordonnées des courbes G< et Go se 
déduisent sans difficulté de ce qui précède. 

8. Les courbes G sont des hélices. — Gette hypothèse correspond 
au second cas. 

Second cas : 

(i3) t|^ = w = const. 

L'équation (8) devient, a étant une constante, 
du? 

on en déduit la suivante : 

d^ 



d(ù z=z 



sjc^ — m^à^ — T-m^ay. — ( i -h m^ ) p-* 
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Or, si l*on pose, pour abréger, i ■+- m^ = A'*, on obtient l'intégrale 

^ ( w — wo ) = arc I sm =: —:=à===== ) » 

et conséquemment l'équation différentielle 

( i4 ) k* -y- r=— m^ a -+- i/c* X* — w*«2 sin /• ( w — wq ), 

laquelle, lorsqu'on représente par Oq la constante arbitraire, con- 
duit par intégration à l'équation suivante : 



(i5) A-*(p — pu) = — m'ûw — ^c*/l* — /?2*a* cos^(w — wq). 

ds 
Si dans cette équation on remplace p par sa valeur — Vj et qu'on 

intègre, on obtient la rectification de la courbe par la formule 
suivante, dans laquelle k^s^ est la constante d'intégration: 

A'^[s — mpQtù — Sq] = m^at*? — — - ^c^k^ — m*«*sinA(w — wq). 

2 Al 

Les équations (ï5) et (i3) sont les équations élémentaires de 
la courbe. 

Direction de la tangente. — Si l'on représente par «4 , k^y cOi 
des nouvelles constantes arbitraires, on trouvera, d'après le nu- 
méro précédent, l'équation suivante : 



ces 






qui donne la direction de la tangente ti à la courbe Ca\ par rapport 
aux trois axes fixes. 

D'une autre part, si l'on a recours à la première des équa- 
tions (2), on trouve la formule 



(ib) p, = --/)o-+- "jr^' — jrK/^ p-cosA:(w — wo), 

qui donne le rayon de courbure de la courbe C| . 

Coordonnées du point. — On déduit de ces formules les expres- 
sions des coordonnées x, , 1 1 , z^ de la courbe G^ , qui sont données 
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par le type suivant : 

(17) * ^ ^ -^ 

et, comme le second membre de ce type est intégrable, il en ré- 
sulte que les coordonnées de la courbe Q\ sont exprimables en 
fonction explicite de w. 

9. Généralisation du problème. — Proposons-nous maintenant 
la question suivante, qui est la généralisation de celle que nous 
avons résolue : 

Problème. — Trouver les courbes dont les développantes et les 
dés^eloppées par le plan sont semblables entre elles. 

Conservons les notations établies ; on a les mêmes données que 
dans le problème résolu ; seulement, la condition relative à Tégalité 
des rayons de courbure p et p^ est remplacée par la condition que 
ces rayons sont dans un rapport constant, laquelle entraîne la 
condition que les rayons de torsion v et ^2 sont dans le même 
rapport. On a donc les équations 

(18) p^:=:n^p^ vj=:/i*v, 

7î^ étant constant; la fonction ^ reste encore indéterminée. 

Si l'on a recours aux équations (2), la première condition 
fournit Téquation différentielle suivante : 

qui est Téquation résolvante, puisque son intégration fait con- 
naître p en fonction de o) et qu'elle donnera en même temps 
cos(v, :r) en fonction de la même variable. Il suffira, en effet, de 
prendre la dérivée de p par rapport à w et d'y faire w^ égal à l'unité, 
en donnant aux constantes d'autres valeurs générales; cette dé- 
rivée représentera la valeur de cos(v,a:), comme cela résulte de 
l'équation (8)^ 
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Soient maintenant Ro, Ri, R2J R3 quatre solutions particulières 
de l'équation (3)', et Aq, A< , A2, A3 quatre constantes arbitraires ; 
l'intégrale générale de l'équation sera 

p =: 2AR, 

la somme 2 s'étendant toujours, suivant nos conventions, à toutes 
les valeurs du produit AR, lorsqu'on aflFecte successivement et 
simultanément les deux facteurs des indices o, i, 2, 3. 

D'une autre part, si l'on représente par No, N|, N2, N3 les va- 
leurs de Ro, R| , R2, R3? lorsqu'on y fait n^ égal à l'unité, et qu'on 
représente par Bo, B|, B2, B3 quatre nouvelles constantes, on aura 
Je type suivant relatif aux cosinus que v fait avec les trois axes fixes, 

/ ^ v^^N 

COS V, .r) =: 2B — — î 

avec cette circonstance que -7— est nul. 

* dfù 

Coordonnées de la courbe G| . — Si l'on remonte à la première 
des équations (2), on aura l'équation 






et, conséquemment, les coordonnées x^, j^y z, de la courbe C| 
seront 

.,-.=-/[.b-]x.(k.^^)... 

On déterminera comme précédemment les coordonnées des courbes 
G et G2. 

10. Application aux hélices, — Dans ce cas, on a 
'^ = m = const. ; 
l'équation (3)' devient 

Si l'on pose p = e***, a étant une constante, on a l'équation de 
condition 

K* -h ( I -h /w« ) a* -f- ( I — Az» ) /w« = o, 
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el les valeurs de a sont les quatre racines de cette équation ; nous 
les représentons par «i, «a^ «3> «4- 

Il y a deux cas à considérer, suivant que /i^ est positif ou négatif. 

Dans le premier cas, la similitude des courbes G2, G est directe; 
or, dans ce même cas, suivant que n'^ est plus grand ou moindre 
que l'unité, deux racines seulement ou toutes les quatre sont ima- 
ginaires. 

Soit /i^>i; en appelant \ la racine réelle positive, les quatre 
racines sont 

l'intégrale générale sera donc 

i 1 

p z= AoC^** -f- Ai^-^'^-h Aj cos( I -f- m' -h ^' )^w + A3 sin( i -f- m' -f- a*)*w. 

Soit n^<ii; en appelant ).| y/ — i une racine imaginaire, les 
quatre racines imaginaires seront 

>W^» - >i V^^, (i ■+- ''î'- ^'T V^~^ - ( , -^. /w* - >«)* v/^. 

et l'intégrale générale sera 

i 
= Aq cos^j w -h Al sin /j w -h Aj cos [ i -f- m* — ^^ ) ^ w 

-4- A3 sin ( I -+- /w^ — À*)^w. 

Dans le second cas, la similitude des courbes Co et G est in- 
verse; mais, suivant que Ton a (i — m'-)- plus grand ou plus petit 
que — 4^^^^'» I^s quatre racines, qui sont dans les deux hypo- 
thèses imaginaires, se présentent sous Tune ou l'autre des deux 
formes 

a-\-b\l — I, — a — b\j — i, a — b^j — i, — a -h b \/ — i, 

de sorte que, dans la première hypothèse, on a 

1 i 

/}=r Aq cos>w -+- Aj sin>w -f- A2C0s(i-l-m^-i->')^w -i-As sin(i -f-À^-i-m^)*w, 

et, dans la seconde, 

p = (Aq cos^w -4- Al sïnb(a)c'^^''-h (Aj cos^w -4- A3 sin />w) <?-""*, 

expressipn dans laquelle a ci b sont faciles à déterminer. 
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En comparant les quatre expressions de p que nous venons d'ob- 
tenir, on voit qu'il n'y en a que trois distinctes de forme, suivant 
les valeurs assignées à w-. Dans tous les cas, les valeurs de p< se 
calculent sans difficulté et le problème s'achève comme au n** 8, 
puisque les coordonnées des courbes C, Co C2 s'obtiennent expli- 
citement en fonction de w, indépendamment de tout signe d'inté- 
gration. Nous laissons au lecteur le soin d'effectuer ce calcul, qui 
ne présente aucune difficulté- 

H. Intégrales premières. — Reportons-nous à l'équation (8) 
du n** 4. Posons pa = /^^ p et intégrons le premier terme par par- 
ties ; le premier membre devient 

et, en remplaçant pi par sa valeur donnée par la première des équa- 
tions (2) sous le signe y, il prend la forme suivante, lorsqu'on pra- 
tique l'intégration et qu'on représente par Co la constante arbitraire : 



2/zVip-(,i«-i)(^p«+^y 



■^'{p'^pi)'={^-^')p\'^'^' 



,2 



D'après cela, l'équation (8) devient, après quelques réductions 

évidentes, 

dp* dp] 
d^ '^ ^iVw*' 

on a donc finalement l'équation 

- (0 ^\ 

d(ù \ d(ù^ ) 



(19) ^ = 



v/--4£-(S)"J-(.-^-)(p^S)" 



qui est une équation différentielld du troisième ordre. 

Si maintenant on pose, comme au n** 2, -^ = (i, et qu'on mul- 
tiplie les deux membres de cette équation par 2d[i, on obtient 
l'équation transformée du second ordre 

(19)' 2-J/r/^zz: '^ 

\/''—(."-S)-c— )/(."-S)"" 
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du} 
enfin, si Ton pose j!x^4- jv-ï = "^7 cette dernière prend la forme 

simple 

(19) Hf- = 



â/c»- /2«tt*- (l - /!«) Cp. Udu 

12. Application. — Cette dernière équation s'intègre de nou- 
veau dans le cas où Ton a la relation 

du. 

( 20 ) -^ =:z > == COnSt. 

En effet, si Ton représente par c\ la constante arbitraire pro- 
venant de l'intégration du dernier terme placé sous le radical, 
Téquation différentielle devient 

udu 



\dt = 



y^c* + .î_(.^_^)«' 



Si maintenant on pose c'^-\'c\=^h^^ qu'on représente par êq la 
constante d'intégration et par /i une nouvelle constante, on obtient 
l'équation 

(21) (,,_«o)'-f-^/2«- ^-^j(£-8o)*=^9 

ce qui prouve que la courbe appartient à la classe des lignes dont 
la caractéristique sphérique a pour équation entre les variables w 
et t l'équation d'une conique. 

D'un autre côté, l'équation de condition donne 

d(ù \d(ti I 

or, si l'on représente par X| et 1^ deux constantes arbitraires, et 
qu'on pratique deux intégrations successives, on trouve la relation 

de sorte que la courbe G est définie d'une manière complète par 
les deux équations (20) et (21), qui sont ses équations naturelles. 
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Il est bon de remarquer que, si n^ était égal à l'unité, la 
courbe C appartiendrait à la classe des cyclides, qui sont les déve- 
loppées par fil de la classe des hélices ( * ). 

13. Conclusion. — L'analyse dont nous venons de faire usage 
pour traiter la question qui fait l'objet de ce travail est susceptible 
d'applications nombreuses et a un caractère de généralité suffi- 
sante pour conduire à la solution complète de questions plus diffi- 
ciles que la précédente, mais non moins intéressantes. C'est ainsi 
que l'on résoudra sans difficulté les questions suivantes de Géo- 
métrie curviligne : 

1° Trouver les intégrales des courbes dont les développantes 
par le plan et les développées par le plan sont liées entre elles 
par cette condition que, lorsqu'on développe ces deux courbes sur 
les plans tangents à leurs surfaces osculatrices, on obtient deux 
courbes planes parallèles; 

2** Trouver les intégrales des courbes de la classe des hélices 
telles que les rayons des sphères osculatrices soient dans un rap- 
port constant avec les rayons de courbure du lieu des centres de 
ces sphères osculatrices; 

3° Trouver les intégrales de la courbe C| dont le rayon de 
courbure est la projection, sur ce rayon, du rayon de la sphère 
osculatrice de la développante par le plan de la courbe C. 



Sur les méthodes d'approximation chez les anciens; 
par M. L. RonET. 

(Séance du n juillet 1879.) 

J'ai besoin de faire quelques rectifications et d'ajouter quelques 
indications complémentaires à ma Note, présentée à la Société 
dans sa séance du 28 mars dernier et insérée au Tome VII du Bul- 
letin, p. 98 et suiv. 

(*) Voir notre Analyse infinitésimale des courbes dans V espace, p. 70. 
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C'était bien réellement la première fois que je rencontrais, ou> 
plus exactement, remarquais chez un auteur oriental le procédé 
d'approximation des racines carrés que j'ai découvert chez Al- 
Morouzi; mais je dois dire qu'il existe aussi chez d'autres auteurs 
de l'école arabe et que je ne l'y avais pas aperçu, parce qu'il n'y 
est pas donné aussi nettement que dans mon Traité persan. Je 
m'explique. En même temps qu'Al-Morouzi écrivait son Livre à 
Merv (1216), un Maure de Grenade, Ibn-al-Bannâ, enseignait les 
Mathématiques au Maroc (vers 1220). Dans son Traité intitulé le 
Talhhjs ( * ), il enseigne que 



Si /• 7: a, on doit faire Jà^ -\~ rz=a H > 



Le moyen d'approximation en question lui était donc connu; mais 
il ne divisait le reste par « le double de la racine plus un » que 
dans le cas où ce reste était supérieur à la racine trouvée. Il n'eût 
donc jamais écrit, comme Baudhâyana, 

- I 

V^2 =: I -f- - 4- Ê, 

puisqu'ici /•== i est égal à la racine. Du reste, quand il avait fait 

usage de la formule en question, il savait trouver le deuxième 

r' 
terme correctif 62 = — , • 
na 

Au XV® siècle, un autre Arabe d'Espagne, Al-Qalçâdi, qui com- 
menta les œuvres d'Ibn-al-Bannâ (2), établit la même distinction 
suivant les grandeurs relatives de la racine trouvée et du reste; 
seulement les formules qu'il donne dans ce cas sont 



Pour r ~^ a^ slà^ -\~ r=:a-\ 9 

Pour r > Uy Ja* h- r = « H ; 



(*) Voir le Talkhys d'Ibn-al-Bannà, traduit par A. Marre de Marin, dans les Atli 
delV Accademia pontificia de* Nuovi Lincel ; Rome, i865. 

(*) Voir la traduction de son Traité d* Arithmétiquci publiée par "Woepcke dàHB 
les mêmes Atti de Nnovi Lincei; Rome, iSSg. 



Digitized by 



Google 



— 161 - 



enfin il obtient une approximation à deux termes correctifs en 
faisant 



\'2a) 



}Ja^ -4- r = <2 H 

^a r \ 

Cette manière d'évaluer les racines carrées avait déjà fait l'objet 
d'une Note de Woepcke, à la suite *de son exposé des notations 
algébriques d'Al-Qalçâdi [Journal asiatique, octobre-novembre 
i854) ; mais ce procédé diffère entièrement de celui qu'a dû suivre, 
comme je l'ai fait voir, Bandhâyana^ car il donne 

et non 



3^3.4 3.4.34 

C'est ici que j'ai une erreur à rectifier : j'ai cru pouvoir conclure 

que, de ce que le terme correctif — . ^ . « est trop grand en 

valeur absolue, la série arrêtée à ce terme est de nouveau appro- 
chée par défaut ». Cette affirmation, énoncée a priori, est fausse, 
ainsi qu'il est facile de le vérifier de bien des manières. D*abord 

convertie en une fraction unique, l'expression devient -p-k^ dont 

le carré est —p^tM^i or le double du dénominateur est seulement 
160404 

332928. Si l'on veut encore, j^ est la huitième réduite de la frac- 
tion continue qui exprime y^2 ; elle est donc, comme réduite paire, 
approchée par excès. Enfin, si l'on continue l'opération comme je 
l'ai indiqué dans ma Note précitée, on trouve 



3 3.4 3.4.34 3.4.34. ii54 

Puisque j'ai eu à revenir sur ces questions d'approximation, je 
dois signaler une méthode applicable non-seulement à l'extraction 
de la racine carrée, mais à la recherche de la solution numérique 
d'une équation quelconque et que je crois être fort ancienne, 

VII. II 
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comme je le préciserai tout à l'heure. Elle est exposée et fréquem- 
ment appliquée dans un Ouvrage imprimé à Lyon, en iSao, sous 
le titre de Larismetliique de maistre Estienne de la Roche dict 
Fillefranclie natif de Lyon sus le Rosne (* ), où elle est désignée 
par le nom de Rigle de mediacion entre le plus et le moins. Elle 
s'appuie sur ce principe, que La Roche exprime en ces termes à la 
suite de sa définition des fractions, ou, comme il dit, des « nombres 
routz » : 

« Et doit on scauoir que le milieu de tous les nombres routz est 
• -• Duquel naissent et saillent deux progressions naturelles des- 
quelles lune progredist par augmentation comme ~">ô>7'^'^»-> 
2, -, .... Et procède in infinitum ne iamais ne pourra atteindre 
.1. entier. Et laultre progredist par diminution comme -> ^9 jy 

■p*7^»-'ô'-'""Et procède aussi in infinitum et iamais ne sera 
06709 ^ 

euacuee iusques a .0. quelle ne soit tousiours quelque chose.... » 

Pour ne pas trop allonger cette Note, je passe à la façon dont 
il se sert de ses deux progressions et de sa règle de médiation 
pour extraire la racine carrée de 6. Il a d'abord fait voir que « — la 
racine quarree de .6. est vng certain nombre moyen entre .2. et 
.3. Et pour icelluy trouuer Ion doit vser de la règle de médiation 
entre le plus et le moins.... Et prandre pour le premier moyen 

2«-» Qui multiplies en soy montent .6 •-^- Qui sont --t* plus de 

6. Et pourtant prandrons moins en procédant par la progression 

de diminution et essayerons si .a*^» multipliez en soy montent 



(^) Cet Ouvrage est cité et sa méthode d'approximation signalée, mais en passant, 
dans un très-remarquable trayail : Dos Recknen im i6 Jahrhundert de M. Treutleîn, 
professeur au Gymnase de Karisruhe, paru dans les Abkandlungen zvr Oeschichte 
der Mathematikf premier fascicule (Leipzig, chez Teubner), 1877. La place me manque 
pour présenter ici une analyse de l'Ouvrage d'Ëstienne de la Roche; je me bornerai 
à en recommander vivement la lecture aux personnes qui s'intéressent à l'histoire des 
Mathématiques. 
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5 
plus ou moins de .6. Or il est ainsi quilz montent .6. moins •-• 

Maintenant nous auons Irouue deux racines donc lugne fait plus 
et laultre moins. Il nous conuient trouue vng nombre moyen entre 

II,. 1 

2 — et .3-x» en adioustant numérateur auec numérateur et deno- 
2 3 

o 

minateur avec dénominateur et en vient .2 -p» Ores essave la racine 

5 

. . 2 .6 

en multipliant .2*^« en soy. Et trouueras .6. moins •-^- Comment 

donc trouuer vng aultre nombre moyen entre .2«-« et .2«^- en 

3 . . . 

adioustant comme dessus et Ion aura .2»-- qui multipliez en soy 

5 
montent .6. moins -y-* Et par ceste manière peult procéder — » 

88 r 
Et il termine son calcul, qu'il pousse jusqu'à 2« — 77-? par le 

Tableau résumé dont voici les premiers termes seulement, les 
seuls dont j'aie besoin : 

5 
841 

6 
2401 

5 
4761 

2 
7921 

3 
11881 

I 
39204 



Par 2- 



I 



2 



J-. 



_ I 

p- 4 

_ 5 

m — — 
9 

6 

m — — = 

20 

_ 5 
m— -7- 

49 
_ 2 

3 
121 



P 
P 



I 
400 



Par 2 



•» 2 



29 

22 

31 

îç 
89" 

109 
198' 



2^5 

89 



p — 



Relevons dans ce Tableau les termes pour lesquels se produit 
une variation dans le sens de l'approximation, en plaçant en tête 

la valeur 2 écrite sous la forme 2 H — -, il résulte de la façon même 

dont nos nombres sont obtenus qu'ils ont, en réalité, la forme 

t. II. 
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suivante : 




Par défaut : 


Par excès : 


o 

2H--1 

I 


1 

2H--, 
2 


9 1-4-4.2 


q 1-4-2.4 
20 2 H- 2. g 


, + 4o=,+ 4-^4.9, 

09 9'+-4.20 


^ , 89 _^ , 9 + 2.40 



Or, si nous calculons les réduites successives de la valeur de ^ 
en fraction continue, nous avons 

^6 = 2+ ! — - 



2-4- 



•2.22 



4H- 

2 5 22 2-4-4.5 49 s 

I 2 9 1-+-4-9 2to 2^2.9 

aï8 22 H- 4.49 485 49 ~^ 2.218 

89 "~ g-H ^.^Q 198 ao -4-2.89 ' 

c'est-à-dire que la « règle de mediacîon entre le plus et le moins » 
amène par tâtonnement et par un procédé fort simple, l'addition 
terme à terme de fractions, à calculer toutes les réduites suc- 
desswes de la fraction continue exprimant le nombre que Von 
cherche. 

Or, ce gicnre de calcul par tâtonnement a tout à fait mine égyp- 
tienne. En effet, j'ai fait remarquer dans mon analyse d'un Manuel 
du Calculateur, insérée au Bulletin (t. VI, p. iSp), que Ahmesu, 
l'auteur de ce Livre curieux, pour faire une àisi^xon^ faisait croître 
par degrés insensibles le dividende jusqu'à obtenir un nombre 
égal au diviseur, c'est-à-dire cherchait par tâtonnement et approxi- 
mations successives quels multiples et sous-multiples du diviseur 
égalaient le dividende. Mais, les Grecs ayant été sur bien des points 
les disciples des Égyptiens, d'autre part le procédé qu'ils suivaient 
pour extraire les racines carrées nous étant jusqu'ici demeuré in- 
connu, j'ai tout naturellement été conduit à chercher si quelques 
indices ne nous permettraient pas de leur attribuer Tusage, soit du 
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procédé d'Al-Morouzi et de Baudhâyana, soit de la « règle de 
mediacion » de La Roche. Voici quel a été le résultat de mes re- 
cherches. 

Nous connaissons trois approximations de ^ ayant cours chez 
les Grecs. 

Héron d'Alexandrie nous enseigne qu'on obtient la cathète 

d'un triangle équilatéral (-v^3) « en retranchant du côté 
dixième et son trentième ». Or 

I I 4 ^^ ' ^6 

lo 3o 3o 3o 2 i5 

Donc, pour Héron, ^ =: —• 

Archimède, dans son Traité Ilepl xuxiou iiBzpin(7e(ùÇf adopte deux 
valeurs approchées pour y/3; dans la première Partie, lorsqu'il 
calcule le périmètre d'un polygone circonscrit au cercle, prenant 
pour point de Répart le triangle formé par une tangente, le dia- 
mètre au point de contact et le prolongement d'ui;i rayon faisant 

avec le diamètre ^ d'angle droit, triangle dont les côtés sont entre 
eux comme i : a : y/S , il leur donne pour valeurs i53 : 3a6 ; ^65, 
prenant ainsi y/3 = —^ par défaut. 

Plus loin, et pour calculer son polygone inscrit, il trace dans un 
demi-cercle un triangle rectangle ayant pour hypoténuse le dia- 
mètre et son grand côté faisant avec ce diamètre un angle de ^ 
de droit. Cette fois, il donne aux côtés les valeurs 780! i56o: i3îi, 
faisant ^^3 == •■•■'■■ par excès* 

Si nous n'avions que la première valeur, celle de Héron, et cette 
dernière, nous pourrions être tentés de croire qu'elles sont obte- 
nues par le procédé de Baudhâyana, En effet, on verra facilement 
que, d'après cette méthode, 

2 



s/^^j^^^' 



3 3.5 3.5.52 

26 , i35i 



dont les trois premiers termes font -=> les quatre 



Digitized by 



Google 



- 1(36 - 

265 
Mais l'emploi de la valeur intermédiaire -^ s'oppose à cette 

I ^ô 

explication, et force nous est alors d'admettre qu'Archimède avait 

265 

procédé « par mediacion entre le plus et le moins ». En efFet, —^ 

est la neuvième réduite de la fraction continue égale à ^3> dont 

—= est la sixième et .. la douzième réduite, et nous venons de 
i5 7bo 

voir que la « rigle de mediacion » amène à trouver les réduites 
successives de la fraction continue. On comprend en outre pour- 
quoi Eutocius, revérifiant les calculs d'Archimède^ n'a eu d'autre 
moyen de démontrer l'exactitude des racines extraites que d'en 
faire le carré : c'était seulement ainsi qu'on arrivait à déterpiiner 
leur valeur. 

Je crois de là pouvoir conclure que la règle de médiation, telle 
que je l'ai exposée d'après La Roche, a dû être pratiquée très-an- 
ciennement au moins par les Grecs, peut-être par les Égyptiens, 
et a dû pendant longtemps former la seule méthode d'approxima- 
tion connue et pratiquée par les calculateurs anciens, et, à bien 
prendre, elle n'est pas plus mauvaise assurément que la méthode 
de substitution, à l'inconnue d'une équation, de nombres variant 
par fractions décimales, seul procédé que nous ayons d'obtenir une 
valeur approchée de la racine de cette équation si elle est de degré 
supérieur au second. 

Je ne puis pas m'empêcher, malgré la longueur de cette Note, 
de citer, en terminant, les réflexions de Nesselmann [Algebra der 
Griechen, p. i lo) au sujet de ces racines carrées d'Archimède : 

« Donc, suivant toute vraisemblance, les Grecs n'avaient pas de 
méthode définie pour, étant donné dans le système numéral ordi- 
naire un nombre qui n'est pas un carré parfait, en extraire la racine 
carrée irrationnelle. Pourtant, la méthode que Théon applique aux 
nombres exprimés en fractions sexagésimales pouvait, comme nous 
le verrons plus loin, s'appliquer également au système décimal des 
Grecs ; mais l'opération, pour des nombres un peu grands, serait 
devenue longue et difffcile Il ne reste donc plus qu'une suppo- 
sition possible : c'est que les anciens ont trouvé leurs racines par 
tâtonnement et divination, ce que semblent indiquer en particulier 
les preuves par multiplication d' Eutocius, Le nombre entier le 
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plus approché par défaut {die zunàcîist kleinere ganze Zàlil) qui 
répondait à la racine cherchée pouvait être facilement pris dans 
une Table des carrés, et la preuve que des Tables de ce genre, 
destinées à faciliter leurs calculs si pénibles, ne leur étaient pas 
étrangères, c'est la Table de multiplication qui se trouve dans Nico- 
maque. » 

Je n'ai pu m'empêcher de citer cette nouvelle preuve du génîc 
pénétrant de Nesselmann, qui fait regretter à chaque instant sa 
mort prématurée, en même temps que l'imperfection des documents 
qu'il avait à sa disposition, et la confiance dont il a fait preuve vis- 
à-vis d'éditeurs qui ne s'attendaient pas assurément à ce qu'on 
analysât, jusqu'à y chercher des détails aussi minutieux, la publi- 
cation qu'ils faisaient dans un tout autre but du texte d'anciens 
auteurs. En ce qui concerne particulièrement les Tables de carrés 
destinées à alléger les calculs pénibles, l'hypothèse de Nesselmann 
a reçu, depuis l'époque où il écrivait (i84îî), «ne confirmation 
éclatante par la découverte de semblables Tables de carrés et de 
cubes stu* les briques de la Bibliothèque de Sardanapale IV à Baby- 
lone. Si les Chaldéens possédaient ces Tables, a fortiori les 
Grecs, leurs disciples et leurs héritiers en plus d'un cas, devaient- 
ils les avoir imitées et étendues. 



Sm* l'extraction de la racine carrée d'un nombre; 
par M. N. AlexAeff. 

(Séance du 25 juillet 1879O 

C'est à l'occasion de l'intéressante Communication de M. Rodet 
sur les moyens qu'avaient les anciens pour calculer la racine 
carrée d'un nombre, que j'ose exprimer mon opinion sur le même 
sujet. Les anciens connaissaient la moyenne arithmétique et la 
moyenne harmonique de deux nombres, et ils savaient aussi que 
la moyenne géométrique, c'est-à-dire la racine carrée du produit 
de ces deux nombres, se trouve entre ces deux moyennes. Ils 
pouvaient ainsi calculer de proche en proche la racine carrée en 
prenant les moyennes consécutives. Mais, n'ayant pas les maté- 
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riaux nécessaires potir faire valoir moù opinion, je la doikie iti 
comme hypothèse, et', dâiks la Communication qui suit, je m'oc- 
cupe seulement des résultats qu'on peut tirer de la méthode indi- 
quée, pour calculer la racine carrée. 

Soit à extraire la racine carrée d'un nombre N; je décompose 
ce nombre en ses deux facteurs a et A ; lorsque N est premier, l'un 
desïacte'nrs'a!==^N et l'autre i = i'. Si le noriibrle N û'est jifas un 
carré parfait; on pôut poser a ]>i.' 

La première approximation sera exprimée ]p8ir deux inégalités 

la seconde par les deux suivantes : 



2N 



<v^<- 



Posons 



2 *; a^.b 

l'approximation suivante e$t 

' '• Pb^onà"' ' ' ■" »'''■•' '"' " • ■ • .^ ■ 

— :; — — ^*' ^ _L_ A = ^«' 

2 «1 -h C^i . I • 

et procédons de la. même manière pour calculer «3, ^3, et ainsi de 
suite. Il est facile de voir que 

c'est-à-dire que, à chaque opération nouvelle, on s'approche de 
plus en plus de la valeur de là racine. Maintenant, si l'on désigne 
par Vfi le numérateur et par Q;^ le dénominateur de la fraction a^,, 

on a ^ •,..■''''''" I ', i 



J^foiis pouvons poser 
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> Ces. deux équations exprimeront la loi que suivent les nombres P 
et Q. La différence des deux valeurs appirochées an et bny que nous 
désignerons par Du, est exprimée par Téquation 

j. __ P» _ NQn _ P'-WQ?. 

Nous désignerons le numérateur de cette fraction par ù„ ; si Ton 
remplace, dans l'expression de A«, P,, et Q» par leurs yaleurs en 
Pfl^f.etQ«_i, on a 

En continuant à abaisser les indices de P et de Q, on parviendra 
à cette équation : 

A»=[Pî-wQîr"^ 

Mais P| = a H- 5, Q| = 2 ; donc 
Nous aurons y pour la différence !>„, 



D.= 



P/tQ» ^^^a^n~i^n-i' - '^i^i 



Quels que soient le nombre N et les deux facteurs a et i, cetlç dif- 
férence peut devenir moindre que toute quantité donnée. En 
effet, on a 

"~'~2«-«P„_,P„_,...P,I>,' 

donc 

Mais de l'équation P*— NQJ= (a — i)»" on tire 

d'où il suit que —■ — <^ i , c'est-à-dire 

»»<-J-<-^<-6-<"<isri' o« D„<_— -. 
Cette inégalité montre que la proposition avancée est vraie. 
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Pour les petits nombres N, tels que N= 2, N = 3,...tJ!3PP?Q?^Î' 

P 

mation sera très*grand0, même pour la fracUoxi -t^* Pour les grands 

nombres, et lorsque la différence ne peut être rendue par le chpix 
des facteurs a et h assez petite, l'approximation n'est pas si forte; 
néanmoins on parviendra toujours à une approximation qu'on 
veut avoir. 
L'équation 

pî-NQj=(a-ôr 

est remarquable, parce qu'elle donne les solutions entières de 
l'équation 

On voit que ^ - 

On peut remarquer que la même équa|;ion donne Içs solutions 
rationnelles de l'équation x^ — TSj^ = i : 



P X== 



Qn 



Ces soîulïorift devîéïiô^nl etilières lorsque le nombre Ni=2^(/ï-f*i). 
La ebnstdéfrattott d^s nombi*es^^ Pei Q powrrail conduire à la Véso- 
lutiûn de l'équation x^ — -Jij^,z=^ i en nombres entiers dans d'autres 
cas; mais, puisque ce problème est résolu depuis longtemps, je 
trouve Pexprisitibn de. 069 Cas peu instruDtiVe. > 

"L^s Techarohesusur le^ <nembi*ejs P>,^et Q^ ^'ont oonduk^ aux 
formiil0S"3uiva|nt}e», queî je dodsiie icii^ati^ la démonstration^ parde 
■4^'eUe-ei3t'tré|s4faGÎl'ei: •= - •• !• ..'.,• /' •■ . , ., ,. 

, Les expressions (i) peuvent être développées, et ^lors elles ne 

contiennent plus les iirfi.dica^x ; ainsi : ^ 

.'.Poujf n^^if on. a • . ' . ...... .■■••• - ,. >)i .!.,..•■;/. 
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Pour /2 i= 3, 

Pour w = 4> ' : ; 

H-(2*)6(û3-h.^»»)N>-f-(2*)7(a-h,Â.)]S?,.. ,.'.* 
et ainsi de suite.' ^ » . . j 

Par la notation (a'')^, j'exprime le coefficient binomial du 
nombre ( 2«) dé Toï-dre Jt. ' » i . • > • i ..| . * » 



l'équation indéterminée ax -h bj.f^^c ; par M» L; Eom^i:,. . 

' ' (Séâticè dtt ^5 Juillet 1879.) ' '' ; . ^ • r ,.. ,;•» 

Diophante et les Arabes^ partîcuiièpement ^Al^rKaplshi >((i^<?ir 
WoKPCKE, Ejùtraits du' FahKrî;9kvv^^ i%<S&)i ontUraité i]iae'<|ukin- 
tilé considérërblc' -dd ' problèmes* indétlèmitnéfs . éui < pvémî^iMdei^i^i^ 
mais, comme le remarque Woepcke dans le trhvail préQiié'(^^ 119^ 
note **), ils font disparaître immédiatement l'indétermination en 
donnantâVune dei deux varis^lçs une valeur arbitriiiré. Seulejpept 
ils n'ont pas dit comment ils choisissaient cette valeur arbitraire 
de façon à obtenir un nombre entier pour la $econdf^ variable, 

Estifenne de Isi Roche, le mathématicien lyqanai^ à qui j'^î û^^ 
emprunté la « Règle de mediacion entre le plus et le moins » [voir 
séance du 1 1 juillet 1879), enseigne un pmcédé 7?«r routine, îqui 
pourrait bien encore être celui qu'ont employé les; drecs -etles 
Arabes pour trouver cette solution « arbitraire* « , oiais^ ithoi^ie. 
Pour ne pas allonger cette lïote, je éiteràl seulement un exemple 
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numérique, supprimant l'énoncé de la règle, tequel est a^sez; pei^ 
clair, parce que La Roche complique sa question en s'attaquant 
au système 

et quMlluî'faut alors èlîminei* au préalable sa troisième inconnue z\ 
Voici, du'reàte, son teite tel que nous le lisons au folio 28 i 

« ^9MvxA« — Trouues tnyys nombre t/ui adiomttss etUembl^, 
Ja^ejit ,6p. JEt (f^a multiplietz. le premier par li^ lo .^ecomi par 

2. et ié tiers' par •--les trois mullipltcations udîôustèes ènsénible 

facent .60. » . « _ ^ : / 

* , - ,* , • ' . ' •. ■ - " , ^ .,•' \ 

' F^oùr éviter toute confusion entre ces deux nomWes do et per- 

riiettrè aux lecteur? de mieux suivre l'opération, je vaiç indiquer 
entre parenthèses, après chaque nombre, sa signification algé- 
brique, en ine reportant aux deux équations ci-dessus. , ' 

« 'RsàpONcfi; — *- Multiplie So.[a) pat* le itnoind^''e des trofis' 
nombres multiplians qui est •-•(/>} et aara^ .3o,(apJ qui leuez 



de »6ù.(by restent .3o.(t — ap),' Puys soit soustrait cellny •- 



i < 



a. 



des aultres deux multiplians, cest ascauoir 3,[m) et .2.{n). Et' 
restent .2 •-•(m — p) et .i--»(/i — p). Ores de .3o.(i — ap) 
coniiient fmrç deux parties desquelles lugne se puisse (entière-^ 



I f f I 



ment partir par. \.a* *^ * ett>laulirù par^ . i ♦ ^1 saàs_quil reste .auioun^e:' 
2 ' 2 ' 



chose. Mais pour euiter nombre rout faut tout reduir& en *'^* cést 
asdatïôir .Zo. qtiî eSt a partir, ef .2«-- etA*-* qui sont les par- 

t^Hjçs^ J^t.troimer^ ,$9, pour le nornbre ckpartir. ef .$. .et..3» 
pQlAr.M^f^f:^e^rs>.)y, ... : , - . , 

iSfoûs voilà donc ramenés à résoudre en nombres entiei's l'équa- 
tion a deux inconnues 

5a: 4- 3^= 60. ' i 
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« Ores de .60. Jaitz deux parties telles que lugne se puisse 
entièrement partir par .5. et laultre par ,^, Et pour ce faire 
partis .60. par le maieur nombre qui est .S. et en 'vient .12. ou 
quotiens. Mais pour ce quil ne resteroit riens pour le moyen 
nombre iljaut mettre moins de ,11. ou quotiens affinquil reste 
quelque chose pour partir au moyen nombre. Or posons qu'on 
mette .11. ou quotiens. Et par ainsi il resteront .5, a.pffrt(r gi^i, 
ne se peuuent partir par ,3. qui est le moyen nombr^e.P6f.r quoy 
fauldra mettre .10, ou quotiens, et resteront ,10, a partir qui 
pûteiUement ne ie peuuent partir par .^é'eniieremênt: Et ainsi 
dùnc fiuddra ntettre \Q,^^oHtfUOtiôns. ^' restérùnt !'i5. U partir 
qui se peuuent bien partir par .3>. et fsn vient .5. Q^^q^otifuj^^^^^. n 

Ainsi a: = 9, j^ = 5, et, par suite, jz = 46. ; ,.., ,v i,\ 

« Ou aultrement de .60. qui est le nombre a partir Ijeue ^le 
plus grand nombre qui est .5. tant defoiz que la reste se puisse 
partir entièrement par ,Z, Et premièrement lyeue .5. vgnejfqis 
de .60. et resteront .55. qui ne se peuuent partir par ,Z . Et pour , 
ce lyeue deux Joys .5. de ,60, et resteront .5o. qui pareillement 
ne. siQpei^ef^t\p^tir par ^3i. Et p0ur caéotfu lyeue^ •S*/©^ >5, 
de .60. et resteront .45. qui se, peuuent partir par .3, Et as ninsi 
diiiise .60. en deux parties telles que lugne cèsi ascauoir ,i5>\ se 
peult partir, entièrement par ..5. et laultre ves^ çscauoi^* .45? J^?., 

peult partir entièrement par .3. » 

- . • . .' . ■ • : ^ , •• ^ . /^ • .^ -. .'- \ :.^ \-.^ ^-Sw 

L'auteur ep conclut or =5 3, j^ = i5, z = 4;î. Il ajoute : 

« Et ainsi cest rayson et les semblables qui se Jorit par ceste 
règle ont plusieurs responces et tant qiiè Ion veuli. Par qiioy 
appert que cestè règle est science de petite extime:%^ ^ •' ; ' ^^ 

' Le prbyièBae lï'est pas toujours ppçAibk : , . \ ^ . .^• î w a . 

« Et sil aduenoit que la dicte ^ reste mise a pf?'*/ (c-es^-à-dire^ 
m — ap dans le problème à trois inconnues ) ne se peut mettre en 
deux parties telles que quant on lauroît parti par le hoihhré de ^ 
la maieur partie gardée à part [m — p). Que ce qUVreitteroti né 
se pouroit partir entièrement par le nombre de la moyenne part^ 
aussi garàeè a part (/i — p). Ce ser oit signe que icelle rayson 
( problème ) seroit impossible en nombres entiers» » 
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La Roche donne ici pour exemple 

- l 

5x -\- 2.r ^ 2 rzr 20, 

2 

amenant à . . 

gx -4- 3j = 20. 

Or ici 9 et 3 ont un facteur commun qui ne divise pas 20 ; le 
problème est donc réellement impossible. 

Tout le monde n'a pas été (Ju même avis qi|,'Es^etine de la Roche 
au sujet de l'importance des rajsons qui se traitent J)ar ce procédé; 
en particulier, les mathématiciens de l'Inde ont tenu si peu cette 
qùe8tïi[oni cm-perfte ajrti^e,^ qiie Brahtnagupta a d^n^é à soi Cha- 
pitre entier sut^ l'Algèbi^e le nonl d« l'opération par laquelle il 
résolvait aoç -H êr = i; mais cette réflexion n'est que secondaire. 
Ce sur quoi je désire appeler l'attention pbur le moment, c'est la 
simplicité tbut enfantine du procédé, qui, .après tout, n'est pas 
beaucoup plus n^auvais qu'un autre, lorsqu'il s'agit d'un problème 
numérique idonné. Il a même l'avantage ^ur le procédé du plus 
grand commun diviseur ou cïes fractions Continues, le seul qu'on 
e^^ig^ç <:^ÇfnQws,;.4'êtrÇ, beaucoup, plus CQurt et cl^ qwduire à 
des calculs moins longs. Il est même plus court encPij'P qup le pï:o- 
cédé des congruences, fort élégant pourtant, et que je m'étonne 
de ne pias voir enseigner dans nos cours élémentaires : car, plus 
scientifique que les tâtonneiÀents dé La Roche et fournissant toutes 
les soluti6ns»^e la question?, celte ïnétho<ïe des •congrttencjjis, qui 
a le mérite de passer par les mêmes calculs que s^il s'agissait de 
résoudre tine équation, ai'avânlagè d'êlre trèls-rapide et de con- 
duire a^ssi vite et aussi infeilliblement ati résultat que le traite- 
ment des équations auquel je yiens de la comparer:. 



< 1 



i 



t " 
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Calcul d'un déterminant; par M. H. Lemonnier. 

(Séance du 25 juillet 1879.) 



Soit à calculer le déterminant 

I 2 3.. 



N=: 



1 34. 



n — I n 

n I 



n — \ n I !..« — 3 n — 1 
n I 2 ...*/? — 2 n — I 



Si Ton rempUce ch^ue tôrme dQ la dernière CQloone pour la< 
somme des termes de la ligaé dont il fait partie, il vient . j 



N: 



/ï(«-f- l) 



1 2 3 

2 34 



/î — f l 
« I 



W — I /î I . . '. n — 3 I , 

' • . . • s ' ! M . ■ , ' 

n \ % ... n — 2 1 

■ . . ..' • .! » •.•)-'/ 11. Ml 

OU, en retranchàtit succeisîveinent chaque dolcJàhé de lu istrîvaûte 
jusqu'à Tafvant-derriîère, : ! » • -»■ . < 



j^_y »(7î-4-i) 



I 
.2 
î 



I, 

i -^ y? r 



•* * .* 


i • - ' / 




;'■„;;■ 


■•♦,•» 


î '...; 




ii'-:i 


•1 » t , 


'. 1 -ri ./I 




. - 


r '•'' 


- ''«*! • '*• 


.1. 




♦ * *. 


X» 


..I ' 


( 


«'4 W . 


.. *' ■ 


'I . 


■ ..-. 



Faisant la même opération pour les' lignes, 



^^ /r- MU 



N: 



yi(w-4-i) 



I I 

o o 

o o 

o o 

o ^- n n 

— n n o 



I 


1 








— « 





// 







• 
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"(^ + ') ^ ,-n-t 



o o o — n 

o o — n n 

o o . — n n o 



o — n n 
— n n 



o o 

o o 






Soit à calculer de même 



N„,p=: 



/? + ! /?-4-a ... p -^ n 
p -^1 p-^Z ... p -\-i 



p-\- n — i 



p -h n /? -h I 
Les mêmes opérations donnent 

p + i /?H-2 ... /ï-f-/i — I 

/i(/H-i] 



r «(/n-i]i 



y? -f- 2 />H- 3 
/?-!-« /> + ! 



/7-+-7I 
/? 4-/2—2 



on 



[».-ï^] 






ou 



r «(«-^01 



p-h n — i 

p -{- n 1 — /i I 

7? 4-1 1 1 I 

o o G 

o o o 

o o o 



o — n n 
— n n o 



I 

î 

I — n 

I 
I 



o o 

. — n o 

n n o 

o o 

o o 
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On déduit de là 



p-\'iq p-^-'iq ... p-^q 



p-k-nq p-hq ... p'-h{n-^i)f 



:t,-„--^,.[„| + »-(l±l)]„.-. 



5a/' les faisceaux ponctuels plans de cai^actéristique v, ayant un 
point principal multiple d* ordre v; pai^'M. G. Fouret. 

(Séance du 27 juin 1879.) ' \ .-.. .-' 

I. — Généralitéjs. 

1. Avant d'ahorder la giies^ioi^ qui fait l'objet spécial de cette 
Note, je crois devoir rappeler quelques notions qpe j'ai déjà expo- 
sées antérieurement. Dans un piréeédeiit Mé^iolre (*), J'ai dofané 
la forme générale de l'équation difféxeptielle du premier ordre à 
deux variables, qui définit un système de courbes planes satis- 
faisant à cette double condition, qu'il y ait^ un hombre déterminé [jl 
de branches du système passant par un. pojnt quelconque du plan, 
et un nombre également déterminé v de ces biîaucies t^ngent^s à 
une droite prise arbitrairement. : .. ^ V' j 

L'équatjon différentielle la plus, géij^ér^le d'un pareil système 
peçt s'écrire , ^ _ ^ . v ' 

. -[^.(È)'"'-'.(l)'----4](4-) , 

en désignant par les lettres R. S, . . . , V des polynômes homogènes 

(*) Mémoire sur les sjscèmes générfBfix de svourbes p}am^s, etc. (Bulletin, t. II, 
année 187/1, p. 72). 

VII. 12 
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dé degré v en x eij^ et par les lettres P des polynômes complets 
également de degré v en j: et y. 

Les deux nombres {xel v caractérisent l'équation différentielle, 
de la même manière qu'une équation algébrique ordinaire est ca- 
ractérisée par son degré. Us peuvent servir de base à une classifi- 
cation rationnelle des équations différentielles du premier ordre à 
deux variables. 

2. Les cas où l'une des deux caractéristiques est égale à l'unité 
présentent des particularités intéressantes. Si l'on suppose, par 
exemple, ^1= i, l'équation (i) deviept 

dans laquelle L, M et N désignent des polynômes de degré v en 
X eij, dont le premier est réduit à ses termes du plus haut degré, 
les deux autres étant complets. 

On voit immédiatement sur l'équation (a) qu'il existe dans le 

plan un certain nombre de points pour lesquels la valeur de -~ 

est indéterminée. Ils sont fournis par l'intersection des deux 
courbes 

(3) L.r-*M±rro, Lj— Nz=o. 

Ces courbes, toutes les deux de degré v -}- i , ont (v -+- i)^ points 
oomQluns, dont « sont à l'infini sur les v directions données par 
l'équation . 

Lr=:0; 

mais il est facile de voir que, pour ces v points à l'infini, Tindé- 

dy 
termination de -^ n'est qu'appai'ente : en effet, pour avoir d'une 

dy 
manière générale la valeur de - - correspondant à un système de 

valeurs infinies de x et de^;^j on a le droit de négliger dans l'équa- 
tion (îi) les termes de degré stipérienr à v -f- i par rapport à x èlj% 
c|est7à-dîre tous les ternies des polynômes M et N, et l'on obtient 
alors,. . . ■ .. i . ■ 

.5 ■ > •<..., ■ • '^ _ :! ■ ' • ' '" 
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dr , , 

Le nombre des points pour lesquels -j- est indéterminé se réduit 

donc à(v-hi)^-^vr=:v2_|_j;^j £)g là \q théorème suivant : 

Dans un système général [i,v), de courbas planés, il e^ciste 
V- -h V -f- I points^ en chacun desquels la direction tangentielle est 
indéterminée [^). 

3. Ces points pourront être, dans certains Cas, des points de croi- 
sement dfe toutes les courbes du système. Ils comprendront éga- 
lement les points multiples et singuliers de ces courbes, si elles en 

dr 
possèdent; car, pour ces poiats, -J- a évidemment plus d'une va- 
leur, et, par suite, son expression doit se présenter sous la forme 
-• Mais il est facile de démontrer qu'en général un point, pour 

lequel -~ est indéterminé, est un point asjmptotique 

En effet, prenons Tun de ces points O pour origine des coor- 

dy 
données; en résolvant Féquation (i) par rapport à — » on en tire 

une expression telle que 

dy ox -tf- h y -+- cn^ -f- . » -• 



dx a'x -h ^'j" -4- c'x'^ -+- , 



Si X ex y sont les coordonnées d'ua point m infiniment voisin de 

l'origine, les termes de degré supérieur en x el j deviennent dés 

dy 
infiniment petits négligeables, et l'expression de -^ se réduit à 

dy «.r -f- h Y 

dx ~^ a'x -H-'6V' ' 



(') J*ai déjà énoucé aDtérieur^metit ce théorème dans une Note Sûr Us pohtts fon- 
damentaux du faisceau, de courbea plqjies.défiid par wte »quat^<niL diff4t^U«U^, âi/L 
premier ordre , algébrique {^Comptes rendus de l'Académie des^ Sciences, t, LXXXVI, 
p. 586). P^oir également le Mémoire déjà cité de M. Darboûx {loc. cit., p. 82). Ce 
théorème n'est d'ailleurs, sous une forme un peu différente, que le corrélatif d^àvi 
théorème sur les connexes [Lindemann, Vorlesungen iiber Géométrie von Alfred Clebsch 
(Ersten Bandes, zweitcr Theil, p. 1001)]. 

12. 
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un en déduit 



,(,_«')j_i.(j)* 



ou bien, en désignant par a rJnclinaison sur Ox de la tangente à 
la branche de courbe qui pass£ en m, 

(4) tanga~tang/^^Qj:r= ' \, ^ _^^y ' ' 

Or, dans le cas pv^ kbijanchç considérée passerait veffectivement 

parle point O, les angles a et niOx différeraient d'un infiniment 
petit, et il en serait de même de leurs tangentes. C^estprécisémetft, 
coi^ime le montre la relation (4), ce qui n'a pas lieu en général, 
c'est-à-dire lorsque les coefficients a, 5, a', A' sont quelconques et 
indépendants les uns des autres. Le point O et les points analogues 
sont donc bien généralement des points asymptotiqaes, 

Ôii peut reniarijuei' toutefois qu'il existé pour ^îîhaoail de ces 
points deux branches réelles ou imaginaires qui y' passent* effec- 
tivement : on obtient les direétidns tangentieHe&de cei branches, 
en égalant à zéro îe numérateur du second membre de la rela- 
tioai.(4)- (^«tte.dernjère remarque a déjà été faite par M. Dar- 
boux, dans son Mémoire sur les éç nations différentielles algé- 
briques au premier ordre et du premier degré (*). L'étude des 
singularités dé ces points ayant été traitée par ce savant géomètre, 
nous n'y insisterons pas davantage : notice seul but était d'établir 
que ces points sônt^ eh généi^al, des points asymptotiquesy faitqae 
nous avions déjà signalé précédemment, mais sans le démontrer {^). 

4. Parmi les systèmes définis par une équation telle qiie (^), èe 
prouvent évidemment compris les faisceaux de courbes algébriques 
planes, puisque, comme on le sait, par un point quelconque du 
plan il passe une courbe d'un pareil faisceau, et une seule. Con- 
sidérons un faisceau de courbes du m^^^^ ordre, assujetties à la 



(*) Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques^ 2* série, t. H, p. iif\. 
(') Comptes rendus àe V Académie des Sciences^ t. LXXX'VI, p. 583. v 
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j. . , mim -f- 3] • 1 , 

condition de passer par — ^ — i points donnieg»^ /$t a^^wt 

par suite m^ points' toianmns di'^^eïéè points fondamentaux du 
faisceau. On sait, d'après un théorème biçn connu, qu'il existe 
2(7/1 — 1) courbes de ce faisceau tangentes à une droite quelconque 
du plan; on a, par suite, , - ...;•... 

V z=i i[ni — 1)» ' : ' "' •■' . 

Le nombre des points, pour lesquels le -y- de Téquation différeri- 
tielle du faisceau est indéterminé, est par suite égal à 

4(we — i)'-f- 2(m — 1) -l-i=:4'^'— 6^"*^ 3- * ' ' 

Si de ce nombre nous déduisons les m- points fondamentaux qui 
s'y trouvent compris, le nombre restant 3m- — 6w-f- 3 = Z(m — i )'^ 
sera manifestement celui des points doubles des courbes (lu fais- 
ceau. On retrouve ainsi un résultat connu ^ 



5. Par une extension qui paraîtra toute naturelle, ppus dirons 

-que les courbes» en général traxisceûd^intes,, défijç^ies p^r l'jéqua- 

tioti (2), forment nu faisceau ponctuel, ou,, pluS; siipplemenl, un 

faisceau; àe car aolàris tique v^ Nous dopi^ierozis aussi un nom aux 

* ' • dy 

V- H- V -hi points, pour lesquels le -p de réq«ation'{2) est îndëter- 

. miné : nous les appellerons les points principaux du faisceau. 
Cetle dénomination nous semble préférable à celle Àq points fonda- 
mentaux que nous avons employée dans une Note précédente (M, 
paiice qucj dans ^e Qa$ dçs faisceaux de courbes algébiriques, comme 
on l'a vu plus hauj;^ les points en question cornprennent, outre 
les points qu'on a l'habitude d'appeler fondamentaux, les points 
doubles et en gé^ral tous les points singuliers d^s courbe^ du 
faisceau. C'est. pou;r une raison analogue que nous éviterons de 
nous servir de. l'expression de points singuliers, par lîaquelle 
M. Daî*boux désigne ces points. Il nous paraît plus ratiqnnel de 
r^servef la qualification de singuliers, pour les points princîpaîix 
résultant de la coïncidence de deux ou plusieurs points princi- 



(*) Compte^ rendus, 4*i; Vf yfaad^mie des $ciG^ice$^ t. L^X,Xyi, p. 585^. 
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paux ordinaires. Eh adoptant ees dénominations, on peut énoncer 
le théorème suivant : 

Théorème. — Daiis le plan d'un faisceau ponctuel de courbes 
planes, de caractéristique v, il existe v^ -f- v +-i points, en chacun 
desquels la direction tangentielle est indéterminée. Ces points 
sont, en général, des points asymptotiques communs à toutes les 
courbes du faisceau^ et, d^ans certains cas, des points de cr^ise-^ 
ment de ces courbes. Jls comprennent les points singuliers de cçs 
mêmes courbes^ ^uand il en existe. 

. , II. — Falspeaux à point principal multiple. 

6. Points principaux multiples et singuliers, — Il peut arrîvery 
dans certains cas, que deux ou plusieurs points principaux se su- 
perposent. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit évidemment 
que les courbes (3) aient en commun un point qui soit multiple 
au moins pour Tune d'elles. Si les deux courbes (3) ont uh point 
d'intersection multiple d'ordre h pour l'une, d'ordre A" pour 
l'autre, ce point sera, comm^ on le voit immédiatement, nn point 
principal multiple d^ordre Iilc du faisceau. 

Considérons maintenant la courbe lieu des points de contact 
des tangentes menées par un point fixe I à toutes les courbes 
du faisceau. On forme immédiatement l'équation de ce lieu, que 
nous avons déjà çu l'occasion dé considérer dans une Note pré- 
cédente (*), sous le nom d^indicatince-point du système ou du 
faisceau. Il suffit de remplacer dans l'équation différentielle (2) 

-p par — — £-1 a et (îdéaignatnt respectivement l'x et ly du point I- 

On obtient ainsi Féquation 

(5) , L(p.r — «j;)-hMjr— N.r^MpH-Na=:0. ' 

Cette équation est de degré v-^Hi ; elleest vérifiéepour j?ra:a, y ==[3, 
et ptfur les coordonnées de chacun des points fondamentaux. Si, en 
outre, où suppose que les deux courbes (3) aient en commun un 
pdint multiple, d'ordre A pour chacune d'elles, et que ce point ait 
été pris pour origine des coordonnées, les termes de degré inférieur 

(*) Bulletin de la Société mathématique^ t. V, p. i3o. 
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à k manqueront à la fois dans M et dans N, et, par &uitey dans 
l'équalîon (5) : d'où Ton conclut que rindicatrice-point a pour 
point multiple d'ordre k le point principal multiple d'ordre k^, 
qui coïncide avec l'origine des coordonnées. On peut, par suite, 
énoncer le théorème suivant ; 

Le tien des points de contact des tangentes, menées par un point 
Jijce I, à toutes les courbes d'un faisceau de catHietéristiffue v; est 
une courbe d'ordre v H- i, qui passe par le point I, et par ies 
points principaux du faisceau: Un fyoint principal mu/ltiple^ 
d' ordre k^ est un point multiple d'ordre k du lieu ( * ). 

On peut remarquer que les diverses singularités que pourra 
présenter un point principal multiple seront dans une corrç^atiqn 
intime avec les singularités de ce même point considéré comme 
appartenant à une indicatrice-point quelconque. Parmi ces indi- 
catrices, il suffira même de considérer celles qui correspondent à 
des points I situés à l'infini. 

7. Soit maintenajit une droite D quelconque. En chacun des. 
points de cette droite passe une courbe du faisce?iu et une seule. 
Menons la tangente en ce point à la courbe qui y passe ; Tenve- 
loppe de ces tangentes ^st une courbe de classe v -H i , ayant pour 
tangente multiple d'ordre v la droite D. Gela résulte immédiate- 
ment de ce que par chaque point de D ne passe qu'une de ces 
tangentes, et qu'il existe v branches tangentes à D. On peut aussi 
faire voir que par un point quelconque I du plan on ne peut 
mener que v -H i tangentes à l'enveloppe considérée. En effet, 
l'indicatrice-point relative au point I, qui est' de degré U4ri, 
coupe la droite D en v -f- i points qui sont tels, que les tangente^, 
en ces points, aux courbes du faisceau qui y passent, concourent 
en I. Nous avons déjà appelé précédemment l'enveloppe con- 
sidérée V indicatrices-droite relative à D. 

Supposons maintenant que la droite D, au lieu d'être quel- 
conque, passe par un point principal O du faisceau, multiple 
d'ordre k^. Alors l'indicatrice-point relative au point la un point 



(*) On démontre encore facilement que le degré du même lieu se réduit à v — k- 
lorsque le point I coïncide avec un point principal mtittipic d'drdre Â*. 
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multiple d'ordre A en O ; elle ne rencontre plus la droite D 
qu'en v — k-hi points en dehors de O. L'indicatrice-droite rela- 
tive à D n'est plus, par suite, que d'une classe égale à v — A -h i, 
et la droite D n'est plus tangente multiple que de l'ordre v — k. 
On a donc le résultat suivant : 

L'ens^eloppe des tangentes, aux divers points d'une droite D, 
aux branches d'un faisceau de caractéristique v qui passent par 
ces points, est une courbe de classe v 4- i > qui admet pour tan- 
gente multiple d'ordre v la droite D. 

Dans le cas oii D passe par un point principal multiple d'ordre 
A-, la classe de l'eny^eloppe se réduit à v -^ A -4- i j et /a droite D 
n'est pliLS qiCune tangente multiple d'ordre v — /r. 

Si Ton suppose, en particulier, que h soit égal à v, la classe de 
l'indicatrice-droite, relative à une droite passant par un point prin- 
cipal multiple d'ordre v^, est égale à l'unité, c'est-à-dire que cette 
indicatrice se réduit à un point. De là ce théorème ; 

Théorème. — Lorsqu un faisceau de caractéristique v possède 
un point principal multiple d'ordre v-, toute droite passant par 
ce point est telle, que les tangentes aux courbes du faisceau, aux 
points oit elles rencontrent la droite, concourent en un même point. 

8. Nous allons démontrer cette dernière propriété directement 
par le calcul. 

A cet effet, prenons pour origine des coordonnées le point mul- 
tiple d'ordre v; d'après une remarque faite précédemment (6), les 
polynômes M et N ne contiendront que des termes de degré v, de 
même que L. 

En posant 

(6) J- = tj:, 
on peut, par suite, écrire 

(7) L = Aa;% M = B.r% N = C^^ 

A, B, C désignant des fonctions entières, de degré v, de t. 
L'équation (2), après ces substitutions, devient 

dr 



18) -(f:-')-B,^ 



^ -hC=:0. 
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D'autre part, l'équation de la tangente, eh un point quelconque 
{^yj)) à la courbe du faisceau qui y passe, est ' 

Si nous supposons que le point (^,7) soit pris ,sur. la 4railtç^^6 ), 

nous pouvons remplacer dans réqudtîon précédente j* él"— par 

leurs valeurs tirées de (6) et, (8). L'équation de la t^geuate sq.paet 
alors sous la forme , ; . , . . > . ■ \ 

'(9)' (A/A — C)X — (A* — B)T— .*(Br — C)=î^o. ' ^''•"'^ 

Cette équation contient un paramètre variable x^ au premier 
degré : d'où l'on conclut que la droite qu'elle représente passe 
par un point fixe, ce qui est le résultat déjà trouvé géométrique- 
ment. 

On voit de plus que ce point est à l'intersection des deux 
droites » 

A 

qui s'obtiennent, en faisant successivement dans (8) a:==o et 
a: = QO . L'une d'elles passe par le point principal multiple ; rauti*e 
est parallèle à la droite (6). 

9. La réciproque est vraie; c'est-à-dire que, si un point du 
plan d'un faisceau de caractéristique v est tel, que pour tçute 
droite passant par O les tangentes aux courbes du Jaisc'eau, en 
leurs points d'intersection avec cette droite, concourent eri Un 
même point, le point O est un point principal multiple d' ordre y'^ 
pour le faisceau. 

En effet, recommençons le calcul fait plus haut (8), mais feans 
remplacer cette fois dans (a) L, M et N par les expressions (7.) : 
Téquation (9) de la tangente en un point quelconque de la droite (6) 
devient alors 

(10) (L^^'--N)X— (L.î: — M)Y- .r(]VI/-N) = 0. 
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Il est clair que, si M et N contiennent des ternies de degré su- 
périeur à V, X* ne se trouvera pas en facteur quand on substituera 
y =itx\ par conséquent, x n'entrera plus linéairement dans* Fé- 
quation (lo) de la tangente, et il ne sera plus vrai de dire que les 
tangentes aux divers points de la droite (6) concourent eh un 
même point. Pour que ce fait ait lieu, il faudra que M et N se 
réduisent aux termes de degré v en j: et j^, ce qui est la condition 
nécessaire et suffisante pour que l'origine des coordonnées soit un 
point principal multiple d'ordre v^ (6). 

10. Des deux théorèmes, réciproques Fun de Tautre, que nous 
venons de démontrer (8 et 9), on déduit une conséquence inté- 
ressante qui est la suivante. 

Imaginons que l'on définisse une courbe par une propriété de 
sa tangente, et que cette propriété soit de telle nature que : y^ par 
un point M quelconque du plan on ne puisse faire passer qu'une 
droite satisfaisant aux conditions imposées à la tangente; 
2** lorsque le point M se déplace sur une droite passant par un 
certain point Jîxe O, la tangente en M converge en un point I 
dont la position dépende uniquement de OM. 

D'après la première condition, on voit que. /â courhe cherchée 
fait partie d'un faisceau^ c'est-à-dire quelle, a. uJSLe . équation 

différentielle du premier degré par rapport à —-• La seconde 

condition indique en outre que, si Von prçnd le point O pour 
origine des coordonnées, les polynômes M <?^ N, ainsi que L, de 
V éqmition différentielle mise sous la forme (^2)^ seront homogènes 
en X et 'y. 

Il y a plus : non-seulement on peul ainsii prévoir d'avance la 
forme de l'équatioa différentielle résolvant le problème,, mais on 
peut encore affirmer que l'intégration de cette équation se ramène 
aux quadratures^ Cette intégration &e conclut, en effet, par une gé- 
néralisation immédiate, de la méthode donnée par M. Darboux, 
pour le caç particulier de v t=s: 2^ dans le beau Mémoire (*) que 
nous avons déjà eu l'occasion de citer. Il n'y a qu'à suivre la même 
mayche; pour cela, rendons- l'étfuati on (2) homogène, en rempla- 

(') \Loc. cfV., p. 12 /|. 
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çant X eij respectivement par - et —; l'équatîon (2) devient 
\^[xdy — ydx) +M(j«?2— z'dy) -f- ^[zdx *— xdz) =0, 



L, M et N restant des polynômes homogènes. en x et r aeulemenU 
Faisons maintenant j^ =s= i , et par, suite c/j* ^5? o ; l'équation pré- 
cédente peut alors s'écrire 

(M'-Nj:) ^-+-N3 — L = o. 
^ ' dx 

C*est, comme on le voit, une équation différentielle? linéaire p?ir 
rapport à z^ dont on sait ramener immédiatement l'intégratiouaux 
quadratures. 

III. — Applications. 

H. Nous allons donner quelques exemples dç courbe^ définies 
par une propriété de leur tangente, de telle nature que la tangente 
en un point M d'une pareille courbe passe pai; ^n point I dépen- 
dant uniquement de la direction du rayon vecteur OM, qui joint 
un point. O fixe au point M, 

Problème I. — * On donne dans un plan une conique et un point 
fixe O, et Von demande de trouver une courbe, telle que la tan-- 
gente en un point quelconque M de cette courbe pass.e par le pôle 1 
de OM par rapport à la conique. 

Il est tout d'abord facile de voir que la solution comporte une 
infinité de courbes formant un faisceau; cela résulte de ce que par 
chaque point Mil ne passe qu'une seule transversale OM, laquelfe 
n'a qu'un pôle I par rapport à la conique fixe donnée; d'où il suit 
que la droite MI est unique pour chaque point M. D'autre part, la 
position du point I ne variant pas lorsque le point M se déplace 
sur la transversale, on en conclut que le système admet en O un 
point principal multiple d'un ordre égal à sa caractéristique v. 

Cherchons quelle sera la valeur de cette caractéristique v, c'est- 
à-dire du degré des polynômes L, My N, dans l'équation différen- 
tielle. A cet effet, remarquons d'abord que, quand on fait tourner 
la transversale OM, le point T décrit la polaire 12 du point O par 
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rapport, à la conique donnée. Cela posé, considérons une droite A 
quelconque, et cherchqas combien il y aura de branches de courbes, 
satisfaisant à la question, tangentes à cette droite. Les points de 
contact cherchés sont évidemment sur la transversale, ou les trans- 
versales, partant du point O, qui correspondent au point I d'inter- 
section de û et de Û; or, d'après la définition donnée plus haut^ il 
n'y a qu'une transversale répondant à la que3tion : c'est la polaire 
du point I par rapport à la conique. Les courbes cherchées ne 
toucheront par suite ù qu'en un point, intersection de cette droite 
avec la transversale ainsi déterminée. De là nous concluons que 
les polynômes L, M et N seront du premier degré, c'est-à-dire que 
l'équation différentielle sera un cas particulier de l'équation de 
Jaçobi. 

12.' On sait que, dans le cas actuellement considéré, le système 
de courbes défini par l'équation différentielle admet trois points 
principaux : l'un de ces points est le point ; les deux autres sont 
les points de contact A et B des tangentes menées du point O à la 
conique donnée. Cela résulte de ce que, le pôle I de la transver- 
sale OA par rapport à la conique coïncidant avec le point A, la 
tangente en A de la courbe du système qui y passe est indéter- 
minée ; de même pour B. 

En intégrant l'équation différentielle, on ti'ouverait comme ré- 
sultat le faisceau des coniques bitangentes à la conique proposée 
a,ux points A et B. On peut d'ailleurs le prévoir géométriquement, 
ien vertu d'une propriété bien connue : en effet, considérons une 
transversale quelconque OM et le point I correspondant : on sait 
que 01 est conjuguée harmonique de OM par rapport à OA et OB,^ 
c'est-à-dire que la droite OM a le même pôle I par rapport aux 
diverses coniques bitangentes, en A et B, à OA et OB. Donc, etc. 

lo. pRÔBLEKiE II. — Etant données dans un plan quatre droites 
fixes A, B, C, D et un point Jixe O, on joint ce point à un 
point M pris arbitrairement, et Voti décrit une conique tangente 
aux cinq -droites A, B, C, D et OM : on demande de troui^er un 
système de courbes tel, que la tangente en M. à la courbe qui j 
passe aboutisse au centre I de la conique. 

, NsOusi p.ojuvon^jlovit d'î^borcj remarquer, qu'à un ppint M choisi à 
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Yolônlé îl ne correspond qu'une conique, à savoir la conique [tan- 
gente aux cinq droites A, B, C, D et OM, et, par suite, qu'un 
seul point I, qui est le centre de cetle conique. Oii ne peut donc 
tracer en M qu'une tangente r d'où nous concluons que lé systêine 
est un faisceau. De plus, le point I restiant invariable," quand le 
point M se déplace sur la droite OM, le point O est ùh poîiit prin- 
cipal multiple d'un ordre égal à la caractéristique v'âù faisceau. 

On peut déterminer cette caractéristique ' géornétriqùementl 
Pour cela, cherchons en combien de points les courbes du sys- 
tème touchent une droite quelconque A : remarquons qu'en vertu 
d'un théorème bien connu le lieu des points I correspondaint' aux 
différentes droites partant du point O est une droite A, puisque 
c'est le lieu des centres des coniques tangentes aux quatre 
droites A? B, G, P. Soit I le point d'intersection de A et de A- : 
décrivons la conique tangente à A, B, C, D et ayant pour centre 
le point I, laquelle est unique, comme on le sait; puis, du point O 
menons les deux tangentes à cette conique. Les points cherchés 
doivent se trouver à l'intersection de A avec ces deux tangentes : 
d'où nous concluons que Ton a v = 2. 

14. Le point O étant un point principal multiple d'un ordre de 
multiplicité égal à v^= 4? îl doit exister v H- i == 3 autres points 
principaux. Ce sont les positions du point I, situées respectivement 
sur les transversales OM auxquelles elles correspqndent ; mais 
chacun des points l est le centre d'une conique tangente à A, B, 
C, D et à OM; par suite, pour que la circonstance indiquée soit 
réalisée, il faut que OM soit une asymptote de la conique. Or, 
considérons le liou des points de contact des tangentes menées du 
point O à toutes les coniques tangentes aux drpites A, B, C, D : ce 
lieu est une courbe du troisième ordre ayant un point double en O, 
car il existe une de ces coniques et une seule taïigejçL^e aune dçoite 
quelconque issue du point O, et il y a deux (Je ceg coniques qyi 
passent en ce point. Cela posé, on aura évidemment les trois 
droites cherchées, en prenant les parallèles menées par O aux 
trois directions asympto tiques de la courbe du troisième ordre 
considérée. 

On voit, d'après ce qui précède, que la détermination des trois 
points principaux dépendrait d'une équation du troisième degré. 
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Dans Texemple qui va suivre, et pour lequel on a encore v = 2, il 
existe trois points principaux simples qui se construisent avec la 
règle et le compas. 

15. Problème III. — On donne deux droites KetH se coupant 
en un point rf, et trois points fixes O^ g et h; par le point O on 
mène une transversale aboutissant à un point M pris arbitraire- 
ment; cette transversale rencontre respectii^ement en a et b les 
deux droites A ^t B; on joint a et g*, ainsi que b et h : les deux 
droites obtenues se coupent en un point I. On demande d'étudier 
le système de courbes défini par ta condition que la tangente 
en ^ à la courbe qui y passe converge au point I. 

On voit d'abord immédiatement, en répétant le raisonnement 
déjà fait .pour les deux exemples précédents, ique le système en 
question est un faisceau, ayant en O un point principal multiple 
d'un ordre égal à v^, v étant la caractéristique de ce faisceau. 

Pour trouver cette caractéristique, remarquons que le lieu du 
point T, pour les diverses positions de OM, est une conique qui 
passe par les trois points rf, g^ h. En effet, la transversale OM 
détermine sur A et B deux divisions homographiques ; par suite, 
ga et hb sont les rayons homologues de deux faisceaux homogra- 
phiques, et leur intersection I, d'après une propriété bien connue, 
décrit une corlique (C) contenant les points g et 7^. Cette conique 
passe en outre par le point d\ en effet, lorsque la transversale 
coïncide bivec Orf, les deux poitils ^ et i se confondent en rf, et 
il eu est par suite de même du point I. 

16. Cela posé, cheï'chonà en combien de points une droite 
qhddônque' û est tangente à des courbes du faisceau. Cette 
droite A coiipe la conique ( C ) en deux points I : chacun de ces 
points I détermine utie transversale OM et une seule, que l'on 
^^tïenteïi joignant les points a et b, où les droites \g et \h ren- 
contrent respectivement A et B. Les points d'intersection de A 
avec les deux transversales ainsi construites sont les seuls points 
en lesquels: A soit tangeuteà des courbes du faisfceaa. Dohc on a 

Le faisceau admettait* sept points princfipaux, et le point O, 
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d*après ce que nous avons vu plus haut^ comptant pour quatre, il 
doit exister trois autres points principaiix. L'un de ces points est 
évidemment le point d, ce point coïncidant avec le point I, lorsque 
la transversale OM se confond avec Od, Les deux autres points 
principaux sont les points e et y, où Og* et Oh rencontrent res- 
pectivement les droites B et A. En effet, considérons par exemple 
la transversale Og- qui coupe A et B respectivement aux points a 
et ef : le point I correspondant est donné par l'intersection de ga 
et de /^e; mais, gcc se confondant avec la transversale, son point 
d'intersection avec he n'est autre que le point e : le point e est 
donc une position du point I pour laquelle ce point se trouve sur 
la transversale correspondante : c'est donc un point principal. Le 
même raisonnement s'applique au point /^. 

17. Problème IV. — Etant donnés un point O fixe et une 
courbe (C) d^ordie p^ ajant un point multiple K d^ ordre p — i , 
on joint le point O à un point (fuelconqùe M, puis du point K on 
abaisse une perpendiculaire sur OM gui rencontre la courbe (C) 
en un nous^eau point L On demande d^ étudier le système de 
courbes tel, que la tangente en M, à la courbe qui y passe, abouh 
fisse au point l. 

On voit tout de suite que le système qui viept d'être défini est 
un faisceau, ayant un point principal multiple, d'un ordre égal 
à v^, V désignant la caractéristique du faisceau., 

Pour avoir cette caractéristique y, c'est-à-dir^.le . nombre. <Jes 
points de contact des courbes du faisceau av;ec une droite. quet» 
conque A, considérons les;? points I d'intersection de celte droite 
avec la courbe (G); joignons ces points au point K, et abais$pns 
de O des perpendiculaires sur les droites ainçi obtenues ; on a dje 
la sorte p transvçrs^Jes OM, à chacune desquelles correspond 
un des p points I d'intesrsection de A et de (C) ; les points de 
rencontre de ces transversales avec A sopi les poinl,s en lesqi^eU û 
est tangente à des courbes du faisceau : d'où l'on conclut v^^p^ 

18. Le point étant, d'après ce que l'oA.a.vpj un poiint prin- 
cipal multiple d'ordre />-, et le nombre total des points principauî^ 
étant égal -a p'^ -\- p -^\ (o)^ il rest^ p-^i points prijjcipaux à qlé- 
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terminer. Ces points, comme dans les exemples précédents, sont les 
positions du point I situées respectivement sur les transversales OM 
qui leur correspondent : ils doivent, par suite, coïncider avec les 
pieds des perpendiculaires abaissées de K sur lesdites transver- 
sales. Or, les pieds de ces perpendiculaires sont situés sur le cercle 
décrit sur OR comme diamètre. Les points principaux cherchés 
devant se trouver à la fois sur ce cercle et sur la courbe (G) sont 
situçs.à r interjection de ces deux lignes. Le nombre total de ces 
points d'intersection est ip\ mais il y en a /? — i qui sont con- 
fondus avec R, et qui ne satisfont pas à la condition voulue pour 
être des points principaux; les points restants, au nombre de/^-f-i, 
sont les points principaux cherchés. 

19« Appliquons les résultats précédents au cas où la courbe (G) 
se réduit à une droite D. L'énoncé du problème devient alors le 
suivant : 

Etant donnés deux points fioces O et R, et une droite Jixe D, on 
joint le point O à un point quelconque M, puis du point R on 
abaisse une perpendiculaire sur OM qui rencontre la droite D en 
un point L On demande quel est le système de courbes tel, que 
la tangente en M, à la courbe qui j passe, aboutisse au point L 

Nous savons immédiatement que les courbes ainsi définies 
forment un faisceau dont la caractéristique v est égale à l'unité, et 
que los trois points principaux simples de ce faisceau sont le 
point O et les deux points d'intersection de D avec le cercle décrit 
sur OR comme diamètre. Il résulte de là que l'équation différen- 
tielle du système est un cas particulier de l'équation de Jacobi; 
€ious allons l'intégrer par la méthode géométrique, que nous avons 
donnée il y a quelques années, pour ce genre d'équations (*). 

20. Formons l'équation différentielle du problème en prenant 
pour origine des coordonnées le point O, et pour axes deux droites 
rectangulaires dont l'une, l'axe des j, soit parallèle à la droite D. 
Soient 

(il) X=:// 

(') Comptes tendus de l'Académie des Sciences ^ t. LXXVIII, p. iCç)'i et 1837. 
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Téquation de la droite D, a et [3 les coordonnées du point K. Dé- 
signons par x^y les coordonnées du point M, et par X, Y les 
coordonnées courantes. L'équation de la •perpendiculaire à OM 
menée par le point K est 

Les équations (i i) et (la) fournissent immédiatement les coor- 
données du point I, qui sont 

X = //, 

' . . , dy . 

Ecrivons que le coefficient angulaire -j- de la courbe 4u faisceau 

qui passe par le point M est égal au coefficient angulaire de MI ; 
on obtient 



dy 


y • 


_p+f(A_„) 


dx 




x—h 


'x)H- 


[(«. 


-/j).r-f-pj]ctr- 



ou bien 

{ï3) yl^xdy — ydx^^ + [(«^ — h]x -\- ^y\dx — hydy = 0, 

Telle est Téquation différentielle des courbes cberchées. Nous 
pouvons, au moyen de cette équation, retrouver les points princi- 
paux du faisceau. Ces points sont fournis par les systèmes de va- 
leurs de X et j^ qui vérifient les équations 

La première équation se dédouble en y =:?= et j: sx /i. En fai- 
sant 7 = dans la seconde, on obtient x ■=-o\ on retrouve ainsi, 
comme point principal le point O. Pour x ti^h, la seconde équa- 
tion devient une équation du deuxième degré en j, et détermine 
deux autres points principaux situés sur D. On voit, d'ailleurs, 
immédiatement que ces points sont situés sur la courbe 

.r* 4-7* — OL.T — j3/ irr o, 

qui n'est autre que le cercle décrit sur OR comme diamètre. C'est 
le résultat déjà trouvé géométriquement. 

VII. i3 
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21 . Cela posé, si nous appelons 

a = O, I» =: o, M' r= o 

les équations des droites EF, OF, OE, qui joignent deux à deux 

les trois points principaux, et si nous désignons par p le rap- 

, . sinlMK sinOME ,,. , ^ . » i 

port anharmonique constant . j.,.. » . OMF ^ intégrale générale 

de l'équation (i3) peut s'écrire 

G désignant une constante arbitraire ( * ) . 

La droite u = o n'est autre que x — /i = o. Pour avoir les 
équations des deux autres, retranchons membre à membre les 
équations (i4)> après les avoir multipliées respectivement par a: 
et parj^ : on obtient 

(a — AJ^'-h 13j:j — //^•=0, .A 

équation du système des deux droites OE et OF. Les coefficients 
angulaires de ces deux droites sont, en conséquence, donnés par 
Téqualion 

hm^ — j3m — (a — //) = o, 
fou . ■' 

m rs i- li- ^ -î 

En désignant pat n/ et m*' ces deux coefficients angulaires, nous 
pouvons écrire les équations des deux droites OE et OF 

Une reste plus qu'à déterminer p. Or, soient N et Q les points 
d'intersection de D avec OM et Ox; on a 

_ sinlME ^ sinOME _ lE ^ NE 
^"" sinLMF ' sinOiMF "~ ÏF ' NF ' 



.{*) Camiftes rendus de l'Académie des Sciences, t. LXXVIU, p. 1837. 
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Ce rapport anharmonique étant constant (* ), quelle que soit la 
droite OM, évaluons-le dans le cas particulier où OM coïncide 
avec Ox. Alors le point I est rejeté à l'infini, et l'on obtient 

_ QF _ tin^QOF _ m^ ] 

^ "^ QE ^ tangQOE "~ w?' 

En remplaçant dans (i5) u, Vj w* et p par leurs expressions, et 
simplifiant, on trouve l'intégrale cherchée ...... 

(.^-. /,)m'-m"(^_ ^/^)«»"(^._ ni''x)-'"''z=z C. ('.-'\' 

Remarque. — Les courbes définies par celte équation s^toiit 
algébriques, si l'on a «= (3, et si a est commansurabl4 avec 7t. 

22. Etude d'une équation différentielle. --— Nous allons w?Ui^- 
tenant examiner quelques cas particuliers in^téres^ants de T^qi^a^- 
tion diflférentielle 

Cette équation définît un faisceau de caractéristique v = 2^, 
ayant à l'origine un point principal quadruple. Il ne se distiiigue 
des autres faisceaux satisfaisant aux mêmes conditions qu'en ce 
que les points où la droite de l'infini est tangente à des courbes de 
ce faisceau sont les deux ombilics, c'est-à-dir» les deux points ima- 
ginaires communs à tous les cercles du plan. Cette particularité, 
qui disparaît au moyen d'une transformation l;Lomograpbiqu^,, ^aj- 
cilite, comme on va le voir, l'élude des courbe^. défipies,p^r 
l'équation (i6); et d'abord elle va nous permettre de ramener 
cette équation à une équation différentielle linéaire, par une mé- 



(*) On sait d'avance que ce rapport anharmonique est cooptant p^o^v tout. a;^lèmc 
(i, ï) {Comptes rendus de V Académie des Sciences, t. LXXVIIÎ, p. iGgS); mais on peut 
le vérifier dans le cas actuel, en remarquant que, S étant le pied de la perpendicu- 
laire abaissée de P sur OM, on a 

lE OE_ sînPSE sinOSE 
IF * OF ~" sin PoF * siu OSI?'' 

Le second de ces rapports anharmoniquos est constant, car les quatre angles dont ii 
dépend le sont, les cinq points E, F, O» P, S étant sur le cercle décrit sur OP comme 
d'uimètr 

i3. 
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thode (Jifférente de la métliode générale indiquée plus haut (10), et 

qui présente, dans certains cas, des avantages sur cette dernière. 

A cet effet, effectuons un changement de variables, en posant 

.r = rcosB^ ^ =rrsin0, 
d'où 

=zz arc tang - • 

On tire de là, en différentiant, 

'• * dxt^drcosG — rsiaQdÔ^ dj- = c?rsin6 -h rcosô^ô, 

* . • ■ ' xdr -^ ydm 



x^-^ y^ 



z=zdB. 



En substituant dans l'équation (i6), il vient 

r^dB — [a cos*6 -\- b sin9 cosd -h c sin* B) [dr sinô -h rcjosBdO) 



in 
' '^ ' ' (acos*ô-l-psinôcosô-h7sin*Ô)(//rcosô — /-siuôi^ôji^^o. 

Après avoir développé et ordonné, posons 

nz= -9 d ou au := . ? 

r /•* 

acos^e -4- (S — «)cos*0sin9 -h (y — ôjcosdsin'ô — ^sm*Ô = r-m> 

wcos^(?-4- [b 4-a)cos'esinô -t- (c -+- |5) cosôsin*© -hysin^Ô:^ uÀ* 

En faisant cette substitution dans (17), on obtient l'équation 
différentielle linéaire 

-^-f-ttv(«)+|(©)=o. 

23. D'après ce que l'on a vu plus haut (8), si Ton considère 
une droite quelconque OM issue de l'origine, les tangentes menées, 
aux divers points de cette droite, aux courbes du faisceau qui y 
passent, concourent en un même point I; et ce point est donné 
par l'intersection des deux droites 



I y ■ 



^ «4-6/4- ct^ ^' 



r^=ztx-\ ^-^ '- . 
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La construction du point I peut se faire d'une manière simple 

dans certains cas particuliers. Supposons, par exemple /que Toû 

ait 

(3 =: «, ^ = — oc, ^z=zq, 7^0. ^ j. 

Les équations (18) se réduisent à 

(X, -\- at 

r= — — 1» 

a — at 
jr z=: tx -ha» 

La seconde de ces équations représente une droite parallèle à 
OM, et passant constamment par un point fixe A(a: = o,j)^ = a), 
quelle que soit cette droite. Quant à la première, en posant 

- = tangw, f= tango, 

son équation peut s'écrire - - '■ 

7 = aptang(0-f-w), ^ 

ce qui indique qu'elle fait avec OM un gngle constant et égal à co. 
De là on conclut la construction du point I pour chaque position 
de la droite OM : ce point se trouve à Tintersection de la parallèle 
à OM menée par le point A (x = o, j)^ = a) et de la droite passant 
par O et inclinée sur OM de l'angle co. Le lieu des points I est par 
suite le segment capable de l'angle co décrit sur OA. 

24. L'équation différentielle (16) se réduit, dans le cas consi- 
déré, à 

(19) (.r* -f- j') [jcdf — jrdjc) — x[aa: — ax)djr -4- x[kx -h ay) dxz=io\ 
elle est la traduction analytique de l'énoncé suivant : 

Etant donnés deux points fixes O et A, trousser un système de 
courbes telles que la tangente en un point quelconque M à la courbe 
qui y passe aboutisse au point I d'intersection de la parallèle à 
OM menée par le point A, avec la droite inclinée d*un an^le 

constant co sur OM et menée par le point O.^ 

î 

Cherchons à intégrer l'équation (19). Pour cela, écrivons4â de 
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la ma&ière suivante : 

[x^-hx^ — ax)(xdjr — ycLc) -\- ax[j:djc -hycly) =zo^ 

oii bien^ eu effectuant les changements de variables indiqués pré- 
cédemment (22), ' 

' ' ' r{r -^ a CO&9) dû -h (tdr eosB z=io, 

ou encore 

du a I 

-—H — u = o. 

, < rtô a . «cosô - * 

C'est une équation différentielle linéaire, dontrintégraie générale est 

ou bien 

20 - = -e • C— / e"- . 

r^ « LA ^^^^J 

25. Considérons le cas particulier où a = o, c'est-à-dire o) = -• 
L'intégrale précédente se simplifie et se réduit à 

d'où î'oii conclut, ch effectuant l'intégration, 
ou encore 

(21) - = -log ^ — - (•). , 

Dans ces équations, C et K désignent des constantes arbitraires. 

(' ) Ku faisant tourner Taxe polaire d'un angle égal à 2:r — ^, cette équation devient 

I I , K 

- r= -^ log . . . . . , 



lang- 
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Nous avons ainsi, en termes finis, l'équation générale des courbes • 
qui répondent à la question suivante : 

Étant donnés deux points fixes O et A, trouver un système de 
courbes tel, que la tangente en "M. à la courbe qui jr pnsseabùu^ 
tisse au point I d'intersection de la parallèle à OM menée phr ' 
le point A a^ec la perpendiculaire à c^tte drqite menée par le 
point O. .y , . 

IV. — Coarbe d*ombre de la surface dé vis à filet carré, éclairée 

par des rayons convergents» , . \ 

26. Examinons maintenant le cas où Ton a 

^ := 0, àz=z — a^ a =3b o, p p: 2 «V y = O. 

L'équation (i6) devient 

(22) (j?*-H j') (jP^X" —Jfdic) — p^[^'^—*.X^]dx -h :iaxjrdx = o. 

Pour intégrer cQtte équation, servons-nous dé la transformation 
indiquée plus haut (22) : elle devient alors, toutes réductions faites, 

^5m0— — <zrcos0 -h r'^=:o, ^ 

ou encore 

* ^«?« * ' . ' 

a s|n^ -^ -¥:au eos& = 1 .. 
dB 

En remarquant que le premier membre de la.derni^fe ,éq]Li,a|:fÇTîi jÇ^t», 
la dérivée exacte de au sinS, et désignant par w un angle constant, 
on obtient l'intégrale Cherchée jjq.uie^L- j j * „ 

awsin0 = ô — w, j.i .i v- ' 

I '-' * ^• 

d'où l'on tire, à cause de -^=rr, ni 

u ^ 

(23) ^=7, • 

27. Les courbes définies par une équation de cettejorme jouis-:^ 
sent d'une propriété remarquable : ce sont les projections, sur un 
plan horizontal, des lignes d'ombre propre d'une surface de vis 
à filet carré à axe vertical, éclairée par des rayons lumineux 
convergents. 



Digitized by 



Google 



- 200 - 

Nous avons déjà rencontré ce résultat dans une étude Sur* les 
sur/aces de vis, insérée au Compte rendu du Congrès de Paris de 
l'Association française pour r avancement des Sciences (p. 177). 
Nous allons en donner ici une nouvelle démonstration directe, à 
Taide de quelques considérations géométriques fort simples. 

Prenons pour plan horizontal de projection le plan perpendi- 
culaire à Taxe de la surface de vis qui contient le point lumineux A, 
et, dans ce plan, rapportons la projection de la courbe d'ombre 
propre à un système de coordonnées polaires ayant pour pôle le 
pied O de Taxe de la surface de vis, et pour axe polaire Ox la droite 
joignant le point O au point lumineux A. Posons 0A= ût, et dési- 
gnons par &) l'angle que fait avec Ox la. génératrice de la surface 
située dans le plan horizontal. En appelant h le pas de la surface 
de vis, etp le paramètre de distribution commun à toutes les géné- 

h 
ratrices, on a, comme on sait, » = — « 



27r 



28. Cela posé, considérons une génératrice quelconque G dont 
la projection horizontale Og fait avec Ox un certain angle que 
nous désignerons par 9, et évaluons la distance Om = r du point O 
au point m, projection horizontale du point M de la courbe d'ombre 
situé sur G. Ce point M n'est autre chose que le point de la géné- 
ratrice G en lequel le plan passant par cette droite et le point lu- 
mineux A est tangent à la surface ; en désignant par 9 l'angle de ce 
plan avec le plan projetant horizontalement la génératrice G, et se 
rappelant que ce dernier plan est le plan central de la génératrice 
et que le point central est situé sur l'axe, on a 

(24) r = ptangf. 

Evaluons tangç; pour cela, soient / la distance du point A à Og 
et d la hauteur de G au-dessus du plan horizontal de projection. 
On a évidemment 

tang?=^-, 

mais on a aussi d'autre part 

l=zasinQj d = — (â — w). 

En tenant compte de ces expressions, et substituant à p çt à lai^gy 
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leur valeur dans la relation (24), on obtient 

a sin 
ô — w 

équation polaire de la projection horizontale de la courbe d'ombre. 
C'est identiquement, comme on le voit, l'équation (i23) {*)'. 

29. Remarques. — 1° L'équation trouvée est indépen4ant(B du 
pas h de la surface de vis ; on en conclut que la projectiçri liori- 
zontale de la courbe d'ombre est la même^ pour toutes les surf aces 
de vis àjilet carrée de m,ême axe, éclairées par le m.éme point lu- 
mineux, et ajant en commun une génératrice située dans le plan 
horizontal qui contient le point lumineux, 

2*^ Pour une même surface de vis à filet carré, si Ton déplace le 
point lumineux sur une verticale, on obtient une succession de 
courbes d'ombre, et, pour avoir les équations polaires des pro- 
jections horizontales de ces courbes, il n'y a qu'à faire varier w 
dans l'équation (23). L'angle co n'étant autre chose que la con- 
stante arbitraire introduite par l'intégration de l'équation (22), on 
en conclut que, sur un même plan horizontal, les projections des 
courbes d'ombre d'une surface de vis à filet carré, éclairée par 
une série de points lumineux situés sur une parallèle à l'aoûe de 
la surf ace, forment un faisceau de caractéristique égale à 1 y ayant 
pour point principal quadruple le pied de l'axe sur le plan de 
projection. 

30. Les points principaux du faisceau deç courbes d'ombre 
sont donnés par le système des deux équations 



(25) . 
( (j^^-hf^jf — lajry z=z o, 

La seconde équation se dédouble enj'^ = o, et 

(26) x^-^-y^^-^ %axz=o. 



(*) Dans le cas où ca est nul, c'est-à-dire où le point lumineux est sur la surface. 

l'équation se réduit à r = — - — • Elle est vérifiée, quel que soit r, pour 5 = o, ce 

qui signifie que l'axe polaire, ou bien la génératrice qui contient le point luminqux, 
l'ait partie de la lî^ne d'ombre; c'est évident géométriquement. 
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Eo faisant j xzz o dans la premièi'e des équations { aS), elle se ré- 
dnîtà 

*'(a:— a) = o, 

ce qui donne comme point principal, en dehors du point O déjà 
connu, le point A (:r = a, j^ =: o), c'est-à-dire la projection hori- 
zontale du point lumineux. 

En vBrtti de Téquation (26), rempla^oris dans la première dés 
équations ( ^5 ) :tr* 4- j^^ par vl ax ; nous obtenons 

ar' -4- jr* r^:: o» 

équation qui, combinée avec (26), fournît les deux autres points 
principaux; ce sont, comme on le voit, les deux ombilics du plan. 
En résumé, les points principaux du faisceau composé des pro- 
jections des courbes d'ombre de la surface de vis à filet carré 
comprennent le pied de l'axe de la surface de vis qui compte 
pour quatre points, la projection du point lumineux et les deux 
ombilics du plan. 

Si.' Les deux équations (sS) se prêtent à une interprétation 
géoinèlrîque très-simple : elles définissent respectivement les lieux ; 
dès points de contact des tangentes aux courbes dii faisceau paral- 
lèles à* Taxe desj^ et à l'axe des x. 

La seconde des équations (sS), nous l'avons déjà vu, se dé- 
double en 

yz=zo et .r*-î- J*— 2«x=r o. 

Le lieu qu'elle définit comprend, par suite, la droite OA, ce qui \ 
s'explique par cette raison que la droite OA fait partie du faisceau 
(28); il comprend, en outre, la cercle décrit du point A comme ' 
centre avec AO pour rayon. 

Quant à la première des équations (aS) (^ ), on reconnaît qu*elle 
n'est autre que l'équation de la strophoïde droite ayant pour point 
double le point O et pour sommet le point A. On conclut de là le 
réstdtat' suivant : 

Les points de contact des tangentes menées a la projection 



/i\ r» 1 . 1 • acos'iB 

(' ) Ou,- en caordonnees polaires, r — --• 

cosô 
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horizontale de la courbe d'ombre de la surface de vis- à filet 
carré, parallèlement à la droite qui joint le pied de Vaxe.à la 
projection du point lumineux, sont situés sur le cercle décrit de 
ce dernier point comme centre et passant par le pied de l'axe. 

Les points de contact des tangentes à la même courbe perpen- 
diculaires à la direction précédente, sont situés sur une strqphoïde 
drcdte, ayant pour point double le pied de l'axe de la surface 
de vis, et pour sommet la projection du, poinf lunUneux^ , j . i • ■ 

On peut ajouter, à cause de la forme même de l'équation (22), 
que les points de contact des tangentes menées à la même courbe . 
parallèlement h une direction fixe, mais d'ailleurs quelconque, 
sont sur une anallagmatique du troisième ordre, ayant pourpoint 
double le pied de l'axe de la surface de vis, U asymptote réelle 
est parallèle à la direction cJioisie, et les tangentes au point 
double sont rectangulaires, ' 

32. Construction de la tangente à la projection horizontale de 
la courbe d* ombre, ^— Pour avoir la tangente en un point ^quel- 
conque M de la projection de la courbe d'oi^bre, il sufÇt de 
déterminer le point l auquel aboutissent les tangentes aux courbes ; 
du faisceau (22) menées aux divers points^ de rencontre de ces . 
courbes avec OM. 

Ce point I est déterminé par Tintersection des deux droites (18) . 
dont les équations deviennent, dans le cas actuel,. 

(^) :■- -^ • s. x=-^,^. •• \: " '^''•\^-. 

A cause de t = tangÔ, l'équation (27) peut s'éqrire . . . .; » 

Par suite, la droite qu'elle définit fait avec Ox un angle double, •■ 
de l'angle formé par OM avec la même droite ; autrement dit, elle 
est symétrique de O j: par rapport à OM . 

La droite (28) est la parallèle à OM menée par le point fixe B, 
symétrique de A par rapport à O. De la construction de* ces- 
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deux droites on conclut immédiatement que le point I s'obtient 
en prenant le symétrique du point A par rapport à OM. 

En conséquence, la tangente, en un point quelconque M de la 
projection horizontale de la courbe d'ombre de la surface de vis 
à filet carré, s^ obtient en joignant le point M au point symé- 
trique de la projection du point lumineux, par rapport à la droite 
qui joint M au pied de V axe de la surface de vis. 

Cette construction donne, comme cas particulier, celle de l'a- 
symptote. L'équation (aS) indique, et on le voit d'ailleurs géomé- 
triquement, que la courbe aune asymptote parallèle à la génératrice 
de la surface de vis située dans le plan horizontal qui contient le 
point lumineux. L'asymptote elle-même est la parallèle à cette 
génératrice menée par le point B. 

33. La construction à laquelle nous venons d'arriver, pour la 
tangente à la projection horizontale de la courbe d'ombre de la 
surface de vis à filet carré, se trouve mentionnée dans la Note sur 
les surfaces de vis que nous avons communiquée au Congrès de 
Paris de l'Association française : à ce moment-là cette construction 
nous avait paru nouvelle ; mais depuis nous l'avons retrouvée dans 
le Traité de Géométrie descriptive de M. de la Gournerie 
(IIP Partie, p. i48), où elle est obtenue d'une manière simple et 
élégante par la considération d'un paraboloïde osculateur. Nous 
saisissons l'occasion qui se présente de restituer au savant géomètre 
la priorité qui lui appartient dans cette question, en appelant seu- 
lement l'attention sur la méthode toute différente qui nous a 
conduit à la résoudre, et notamment sur l'équation très-simple 
en coordonnées polaires de la projection horizontale de la courbe 
d'o^ibre, qui nous semble n'avoir pas été signalée jusqu'ici dans les 
traités de Géométrie descriptive. Cette équation, non-seulement 
se prête à la détermination facile de la tangente, comme nous 
l'avons vu, mais elle permet aussi de se rendre compte très-aisé- 
ment de l'allure générale et des particularités intéressantes que 
présente la courbe. 



h. 
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EXTRAITS DES PROCES-VERBAUX. 



SÉANCE DU 28 FÉVRIER 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. JORDAN. 

Election : M. E. Picard, présenté dans la séance précédente, 
est élu Membre de la Société. 

Présentation de nous^eaux Membres : M. Appell, maître de 
conférences à la Faculté des Sciences de Paris, est présenté 
par MM. Lemonnier et Picquet. M. Stéphanos est présenté par 
MM. Halphen et Laguerre. 

Communications : 

M. Laguerre ajoute quelques développements à la Communica- 

^ L. 

M. Halphen : Sur la multiplication des fonctions elliptiques, 
M. Laquière adresse une Note Sur la Géométrie des quinconces. 



SÉANCE DU 14 MARS 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. JORDAN. 

Elections : MM. Appell et Stéphanos, présentés dans la deraièrc 
séance, sont élus Membres de la Société. 

Présentation d'un nouveau Membre : M. Borchardt, membre 
de l'Académie des Sciences de Berlin, est présenté par MM. Her- 
mite et Laguerre. 

Communications : 

M. Darboux : Sur la théorie des quadrilatères articulés. 

M. Vicaire : Sur le calcul des intensités d'une série de courants 
dé risses. 

M. Halphen : Sur les faisceaux de courbes unicursales. 
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M. le comte Hugo adresse une Note Sur un diagramme des 
variations de la scintillation selon les saisons. 



SÉANCE DU 28 MARS 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. LAGUERRE. 

Élection : M. Borchaxdt, présenté à la dernière séance, est élu 
Membre de la Société. 

Communications : 

M. Rodet : Sur une méthode d'approximation des racines 
carrées, connue dans VInde antérieurement à la conquête d'A- 
lexandre. 

M. Stéphanos : Sur une généralisation de la théorie des groupes 
projectifs de Staudt. 

M. E. Picard : Sur le développement des fonctions analytiques 
multiformes, 

La Société reçoit 4^ M. Halphen une Note Sur le deWloppe- 
ment des fonctions elliptiques ; de M, Saltei, une Note Sur dit^rs 
théorèmes et problèmes de Géométrie; de M. le comte Hugo, une 
Note Sur les sphères hexagonahs d'un collier égyptien. 



SÉAJNCB DU 11 AVRIL 1879. 

PRéSIDBIfCB DE H. LACÎOERRE. 

M. Laguerre dépose sur le Bureau un extrait d'une Lettre qu'il 
a reçue de M. Brioschi Sur les équations différentielles linéaires. 

Communications : 

M. Halphen : Sur diverses propriétés du faisceau formé de 
courbes du troisième ordre ayant trois points d'inflexion com- 
muns, 

M. Laguerre : Sur quelques propriétés de l'hypocycloïde à 
trois points de rebrQussement^ 
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SÉANCE DU 25 AVRIL 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. JORDAN. 

M. Hermite dépose une Note Sur l'indice des fractions ration- 
nelles. 

Communications : 

M. Borchardt : Sur un système de trois équations différentielles 
totales qui définissent la moyenne aritkmético-géométriqué de 
quatre éléments. 

M. Darboux : Sur les quadrilatères articulée, 

M. Jordan : Sur V éqm9alence des formés algébriques. 



SÉANCE DU 9 MAI 1870. 

PRÉSIDENCE DE H. JORDAN. 

M. Jung adresse une Note relative à deux théorèmes de La- 
grange sur le centre de granité. 

Communications : 

M. Stéphanos : Sur les réseaux de coniques et sur tes courbes 
du troisième degré et de la troisième classe. 

M. Haag : Sur les relations entre les éléments caractéristiques 
d'une courbe gauche et les accélérations d'un point qui la décrit, 

M. E. Picard : Sur les fonctions uniformes entières. 

M. Jordan : Sur la réducùon. des substitutions linéaires, 

M. Picquet fait l'analyse d'un Mémoire dont il est l'auteur Sur 
les courbes et surfaces algébriques anallagmatiques. 



SÉANCE DU 23 MAI 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. JORDAN. 

Présentation de nouveaux membres : M. Le Paigc, professeur 
d'Analyse mathématique à l'Univcrsîlé de Liéfj^o, cl M. Lchon, 
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professeur au Lycée Charlemagne, sont présentés par MM. Laisant 
et Éd. Lucas. 

Communications : 

M. Hermary : Sur la construction des centres des sphères tan- 
gentes à quatre plans. 

M. Jordan : Sur les caractéristiques des Jonctions 0. 

M. Halphen : Sur les triangles inscrits et circonscrits aux 
courbes du troisième degré. 



SÉANCE DU 13 JUIN 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. LEMONNIER. 

Communications : 

M. Haton de la Goupillière : Sur la similitude dam les phéno- 
mènes de chaleur relatifs aux corps cristallisés. 
M. Stéphanos : Sur la corrélation dans le plan. 



SÉANCE DU 27 JUIN 1879. 

PRÉSIDENCE DE H. BONNET. 

Communications : 

M. Fouret : Sur les faisceaux ponctuels plans de caractéris- 
tique V, ayant un point principal multiple d'ordre v. 

M. Ed. Lucas : Sur le jeu du solitaire et sur un coup singulier 
du jeu de dames, 

M. Stcphanos : Sur le problème du cai^alier aux échecs. 

M. Tabbé Aoust adresse un Mémoire Sur les courbes dont les 
dé\^eloppées par le plan et les développantes par le plan sont 
égales entre elles. 

Elections : MM. Le Paige et Lebon, présentés dans Tavant- 
deniière séance, sont élus Membres de la Société. 
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SÉANCE DU 11 JUILLET 1879. 

PRÉ3IDENXE DE M. DE POLIGNAC. 

Communications : 

M. Rodet : Sur les méthodes d'approximation chez les anciens. 

M. Stéphanos : Sur le système de trois tétraèdres, dont deux 
quelconques sont en perspectiv^e , par j apport à chacun des som- 
mets du troisième, 

M. Fouret : Sur la construction de la tangente à la courbe 
aûnB 



6 — mcos6 

M. E. Picard : Sur la démonstration de l'existence d'une ra- 
cine pour toute fonction entière. 

M. Demetre Demecsky de Gyer : Sur la décomposition des 
fonctions algébriques entières, à coefficients entiers, en leurs 
facteurs irréductibles. 



SÉANCE DU 25 JUILLET 1879. 

PRÉSIDENCE DE M. DE POUGNAC. 

Communications : 

M. AlexéefF, professeur à FUniversité de Moscou : Sur V extrac- 
tiorffide la racine carrée d'un nombre, 

M. E. Picard : Sur l'intégration de V équation 

d^r dr 

dans laquelle p et q sont des fonctions doublement périodiques 
de seconde espèce, 

VII. î4 
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M. Lemonnier : Sur un déterminant dont les lignes se rfe- 
duisent les unes des autres par des permutations circulaires, 

M. Stéphanos : Sur un certain cov^ariant relatif à une courbe 
de la classe m et à une conique, 

M. Rodet : Sur un procédé ancien pour la solution en nombres 
entiers de V équation indéterminée ax -f- by = c. 



FIN nu TOME SEPTIÈME. 
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